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ВВЕДЕНИЕ 

 

Переход к рыночным отношениям привел к необходимости подго-

товки экономистов, в совершенстве владеющих математическим аппара-

том экономических исследований и умеющих применить его на практике. 

Фундаментальную основу в математической подготовке экономистов со-

ставляет курс «Математика для экономистов». 

У изучающих математику будущих экономистов наибольшие труд-

ности вызывает решение задач. В обширной математической литературе 

недостаточно руководств к практическим занятиям по этому курсу, кото-

рые в систематическом изложении подробно знакомили бы студентов  

с методами решения задач и помогли бы им приобрести необходимые на-

выки. 

Цель этого пособия – восполнить в известной мере этот пробел, по-

мочь студентам научиться самостоятельно решать основные типы задач. 

Учебное пособие охватывает следующие разделы курса «Математика 

для экономистов»: введение в анализ (предел и непрерывность), диффе-

ренциальное исчисление функций одной и нескольких переменных, инте-

гральное исчисление (неопределенный и определенный интеграл), диффе-

ренциальные уравнения и ряды.  

Весь материал пособия разделен на отдельные параграфы. В начале 

каждого параграфа помещены определения, теоремы, формулы и другие 

краткие сведения из теории и методические указания, необходимые для 

решения последующих задач. Затем приводятся подробные решения типо-

вых задач с краткими пояснениями теоретических положений. В конце ка-

ждого параграфа содержится достаточное количество задач для самостоя-

тельного решения. 
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Такое построение учебного пособия позволяет использовать его как 

для работы под руководством преподавателя, так и для самостоятельного 

изучения указанных разделов курса «Математика для экономистов». 

Студенты получат большую пользу, если будут работать над пособи-

ем активно. Это значит, что прежде чем приступить к решению задач, сле-

дует основательно изучить теоретический материал, относящийся к соот-

ветствующему параграфу. Затем надо внимательно, подробно, с выполне-

нием всех действий на бумаге разобрать решенные задачи и обязательно 

закрепить знания решением задач, предназначенных для самостоятельной 

работы. Еще лучше, если студенты, усвоив теорию, сразу приступают 

к самостоятельному решению задач, обращаясь к решениям в тексте лишь 

в случае затруднений. 

 

Учитывая, что учебное пособие предназначено для студентов-

экономистов, в нем рассматривается значительное число задач с экономи-

ческим смыслом, которые помогут приобрести навыки применения мате-

матики к решению простейших прикладных задач в экономике, планиро-

вании и управлении производством, в финансовой и коммерческой дея-

тельности. 

Для удобства работы с пособием некоторые основные правила 

и формулы элементарной математики, а также рассмотренных разделов 

курса «Математика для экономистов» приведены отдельно в виде Прило-

жения и помещены в конце пособия. Там же размещен список рекомен-

дуемой литературы, который может быть использован студентами для бо-

лее детального изучения курса. 
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Пособие написано в полном соответствии с программой по курсу 

«Математика для экономистов». Оно рассчитано как на студентов очной 

формы обучения, так и на студентов-заочников. 

Таким образом, данное учебное пособие может быть использовано 

как справочник, решебник и в то же время как задачник, что весьма удобно 

для студентов и предоставляет им широкие возможности для активной са-

мостоятельной работы. 
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1. ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ 

1.1. Вещественные числа и их основные свойства 

Множество вещественных чисел состоит из рациональных и ирра-

циональных чисел. Рациональным называется число, которое можно пред-

ставить в виде дроби 
q
p , где p  и q  – целые числа, причем 0q . Ирра-

циональными называются числа, которые не являются рациональными.  

Любые два вещественные числа a  и b  связаны одним из следующих 

соотношений: ba  , или ba  , или ba  . Каковы бы ни были числа ba,  и c : 

1) если  ba   и  cb  ,  то ca  ; 

2) если  ba   и  cb  ,  то ca  . 

Свойства арифметических действий 

Каковы бы ни были числа ba,  и c : 

1) aa  0 ; abba  ;   cbacbacba  )()( ; 

2) baab  ; cbabcacab  )()( ;    000  aa ;    aaa  11 ;  

3) cbcacba  )( ;  

4) если ba  , то cbca  ; 

5) если ba   и 0c ,  то bcac  ;  если же  с < 0,  то  bcac  ; 

6) если  ,0a то 11  a
a

;   ;1
a
a

       00


a
; 

7) bccb aa )( . 

Абсолютной величиной (или модулем) числа a  называется само 

число a , если 0a , и число –a , если 0a . Абсолютная величина числа 

a  обозначается символом a .  
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Таким образом: 









0 еcли ,
0 еcли,

aa
aa

a . 

Абсолютная величина числа обладает следующими свойствами: 

;0a  ;00  aa  ,aa   ,aaa   baba  ; 

baab  ;   
b
a

b
a
  (если 0b );  aa 2 , 22 aa  . 

Если ,0  то неравенства a  и   a  равносильны (эквива-

лентны).  

Числа naaaa ...,,,, 321  образуют арифметическую прогрессию, если 

daa kk 1 , .1...,,2,1  nk  Число d  называется разностью арифмети-

ческой прогрессии. Общий член прогрессии dkaak  )1(1 ; сумма  

n  членов арифметической прогрессии: nndanaaS n
n 2

)1(2
2

11 



 . 

Числа а1, а2, …, an образуют геометрическую прогрессию, если 
k

k qaa 11   .1...,,2,1)0,0( 1  nkqa  Число q  называется знаменате-

лем геометрической прогрессии. Общий член прогрессии 1
1

 k
k qaa , 

сумма n  членов геометрической прогрессии: .
1

)1(1




q
qaS

n

n  Для беско-

нечно убывающей геометрической прогрессии )1( q  сумма членов про-

грессии .
1

1
q

aS


  

Решением уравнения bxa   является число abx  ; решением 

уравнения bax    )0( a  является число 
a
bx  . 

Решением уравнения ax   )0( a  являются числа ax 1  и ax 2 . 
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Решениями (корнями) уравнения 02  cbxax , если дискриминант 

042  acb , являются числа 
a

acbbx
2

42

2,1


 ; если же дискриминант 

042  acb , то уравнение вещественных корней (решений) не имеет. 

Если уравнение 02  cbxax  имеет вещественные корни 1x  и 2x , 

то квадратный трехчлен cbxax 2  раскладывается на множители: 

)()( 21
2 xxxxacbxax  . 

Если a  и b  произвольные числа, причем ba  , то множество всех 

чисел x , заключенных между числами a  и b , т. е. удовлетворяющих нера-

венствам bxa  , обозначается ),( bax  и называется интервалом (от-

крытым интервалом, промежутком), а сами числа a  и b  называются кон-

цами интервала (соответственно левым и правым). Множество чисел x , 

удовлетворяющих неравенствам bxa  , обозначается  bax ,  и называ-

ется отрезком (замкнутым интервалом). 

Множество чисел x , удовлетворяющих условию ax   ),( ax   обо-

значается ),( ax      ,ax ; множество чисел x , удовлетворяющих 

условию ax   )( ax  , обозначается ],( ax    ),[  ax ; множество 

всех вещественных чисел обозначается   ,x . 

Каждому вещественному числу a  соответствует точка на числовой 

оси (координатной прямой); каждой точке числовой оси соответствует не-

которое вещественное число a , которое называется ее координатой. Чи-

словым промежуткам (интервалам) соответствуют промежутки (интерва-

лы) на координатной (числовой) прямой. Множеству всех вещественных 

чисел соответствует вся координатная прямая (поэтому множество 
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  ,x  называется также числовой прямой, а любое число – точкой 

этой прямой).  

Неравенство ax  , (a > 0) эквивалентно двойному неравенству 

axa  . 

Если a  – произвольная точка числовой оси, а   – любое положи-

тельное число, то интервал    aax ,  называется  , т. е. окрестностью 

точки a . Этот интервал может быть записан так:  ax . 

ПРИМЕРЫ 

Пример 1. Записать в виде интервалов множества чисел (точек), удовле-

творяющих неравенствам: 

1) ;5x  2) ;7x  3) 2252 x ; 4) ;42 x  5) 129 x . 

Р Е Ш Е Н И Я .  

1. Неравенство 5x  эквивалентно (равносильно) неравенствам 

55  x . Следовательно,  5,5x . 

2. Неравенство 7x  эквивалентно неравенствам 7x  и 7x . 

Следовательно, ),7[]7,( x . 

3. Неравенство 2252 x  эквивалентно неравенству 15x , которое 

в свою очередь эквивалентно неравенствам 1515  x . Значит, ]15,15[x . 

4. Неравенство 42 x  эквивалентно неравенствам 424  x . 

Решая левое неравенство 24  x , получаем x 6 ; решая правое нера-

венство 42 x , получаем 2x . Следовательно, )2,6(x . 

5. Неравенство 129 x  эквивалентно двум неравенствам 129 x  

и 129 x . Из первого неравенства получаем 21x , а из второго – 3x . 

Следовательно, ),21[]3,( x . 
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Пример 2. Разложить на множители: 1) 652  xx ; 2) 123 2  xx . 

Р Е Ш Е Н И Я .  

1. Найдем корни уравнения 0652  xx : 



2

64255
2,1x  

2
15 

     ,31x   22 x . Следовательно, )2()3(652  xxxx . 

2. Корнями уравнения 0123 2  xx  будут 



6

4342
2,1x  

,1
6

42
1 


 x  

3
1

2 x . Значит,  )
3
1()1(3123 2 xxxx  

)13()1(  xx .  

Пример 3. Решить неравенства: 1) 0652  xx ; 2) 0123 2  xx . 

Р Е Ш Е Н И Я .  

1. Неравенство 0652  xx  эквивалентно неравенству 

0)2)(3(  xx  (см. пример 2), которое удобно решить методом интервалов: 

 

 

 

 

Следовательно, ),3[]2,( x . 

2. Неравенство 0123 2  xx  эквивалентно неравенству 

0)
3
1)(1(3  xx , которое решаем аналогично предыдущему примеру:  

 

 

 

 

+ 
 

+ 
                 

 
         – 
                          
 1 

3
1

  

 

+ 
 

+ 
                 

 
         – 
                          
 3 

 
2 
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Значит, )1,
3
1(x . 

ЗАДАНИЯ 

1.1. Записать в виде интервалов множества чисел (точек), удовле-

творяющих условиям: 

1) ;3x  2) ;4x  3) ;252 x  4) ;362 x  5) ;12 x  6) ;23 x  

7) ;9)2( 2 x  8) ;16)3( 2 x  9) ;523  x  10) 112 x .  

1.2. Найти сумму членов прогрессии: 

1) 1 + 3 + 5+ … + 121; 2) 5 + 2 – 1 – 4– … –(8 – 3n); 

3) 1 + 2 + 4 + … + 1024; 4) n3
1...

9
1

3
11  ; 

5) ...
4
1

2
11  ; 6) ...

8
1

4
1

2
11  ; 7) ...

81
16

27
8

9
4

3
2

  .  

1.3. Разложить на множители: 

1) ;432  xx  2) ;532 2  xx  3) ;26 2  xx  4) 21115 2  xx .  

1.4. Решить уравнения: 

1) ;22  xx  2) ;031  xx  3) 213  xx .  

 

1.2. Функциональная зависимость 

Переменной величиной называется величина, которая принимает 

различные числовые значения. Величина, численные значения которой не 

меняются, называется постоянной величиной или константой.  
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Если каждому значению переменной х, принадлежащему некоторому 

интервалу, соответствует одно определенное значение другой переменной 

у, то говорят, что у есть функция от х и символически это записывают так: 

y = f(x), или )(xy  , или y = y(x) и т. п. При этом переменная x называется 

аргументом или независимой переменной, а множество значений x, для ко-

торых определено значение функции y = f(x), называется областью опреде-

ления функции f(x). 

Если функция задана уравнением вида y = f(x), то она называется яв-

ной (заданной в явном виде). Функция, заданная уравнением F(x, y) = 0, не 

разрешенном относительно y, называется неявной. Говорят, что функция зада-

на параметрически, если x и y заданы как функции третьей переменной, назы-

ваемой параметром и обозначаемой обычно буквой 







)(
)(

:
ty
tx

t



. 

Если переменная y зависит от переменной u, которая сама является 

функцией от x, то y называется сложной функцией от x или суперпозицией 

функций и обозначается ))(( xufy   или )(ufy  , где )(xu  . 

Графиком функции y = f(x) называется геометрическое место точек 

плоскости x0y, координаты которых удовлетворяют условию: y = f(x), т. е. 

множество точек плоскости x0y с координатами ))(,( xfx . 

Функция f(x) называется возрастающей, если большему значению 

аргумента отвечает большее значение функции, т. е., если 21 xx  , то 

)()( 21 xfxf  . 

Функция f(x) называется убывающей, если большему значению ар-

гумента отвечает меньшее значение функции, т. е., если 21 xx  , то 

)()( 21 xfxf  . 
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Функция f(x) называется четной, если )()( xfxf   и нечетной, ес-

ли )()( xfxf  . 

График четной функции симметричен относительно оси 0y, график 

нечетной – относительно начала координат. 

Функция f(x) называется периодической, если существует положи-

тельное число T, такое что )()( xfxf  . Наименьшее положительное 

число T, обладающее указанным свойством, называется основным перио-

дом функции. 

Основными элементарными функциями называются: 

1) степенная функция axy  , где a – любое вещественное число; 

2) показательная функция xay  , где a – положительное число,  

не равное единице; 

3) логарифмическая функция xy alog , где a – положительное 

число, не равное единице; 

4) тригонометрические функции: ,sin xy   ,cos xy   xy tg , 

xy ctg ; 

5) обратные тригонометрические функции: ,arcsin xy   ,arccos xy   

,xy arctg  xy arcctg . 

Элементарными функциями называются функции, которые полу-

чаются из основных элементарных функций с помощью конечного числа 

арифметических действий и суперпозиций. 

Пример 4. Найти области определения функций: 

1) 542  xxy ; 2) )1(log  xy a ; 3) 
54

32
2 


xx

xy . 
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Р Е Ш Е Н И Я .  

1. Функция 542  xxy  определена для тех значений x, при ко-

торых x2 + 4x – 5  0. Так как корнями уравнения x2 + 4x – 5 = 0 являются 

x1 = –5 и x2 = 1, то областью определения этой функции будет 

),1[]5,( x . 

2. Функция )1(log  xy a  будет определена для тех значений x, при 

которых x – 1 > 0, т. е. ),1( x . 

3. Функция 
54

32
2 




xx
xy  определена для всех значений x, при ко-

торых x2 + 4x – 5  0. Следовательно, областью определения этой функции 

будет вся числовая ось, за исключением точек x = 1 и x = –5, т. е. 

),1()1,5()5,( x . 

Пример 5. Есть ли среди функций: 1) 
x

xxf cos)(  , 2) xxxg  33)( , 

3) 21)( xxx    четные или нечетные?  

Р Е Ш Е Н И Я .  

1. Заменяя x на –x, получим: )(cos)cos()( xf
x
x

x
xxf 







 . Значит, 

функция f(x) нечетная. 

2. В данном случае )(3333)( )( xgxg xxxx   . Значит, 

функция g(x) четная. 

3. Здесь 22 1)(1)( xxxxx  . Так как )()( xx    

и )()( xx   , то функция )(x  не является ни четной, ни нечетной, 

т. е. )(x  – функция общего вида. 
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Пример 6. Найти ))(( xf  и ))(( xf  , если xx )( , а xxf sin)(  . 

Р Е Ш Е Н И Е .  ,sin))(( xxf    xxf sin))((  .  

ЗАДАНИЯ 

1.5. В точках x = 0, x = 1, x = 2 вычислить значения функций: 

 1) xy  ; 2) 1 xy ; 3) xxy  ; 4) 21  xxxy ; 

 5) xxy  22 ; 6) xxy  33 ; 7) 
2

sin xy 
 ; 8) xy cos . 

1.6. Найти области определения функций: 

1) 1 xy ; 2) 12  xy ; 3) 232  xxy ; 4) 12  xxy ;  

5) 
32

1
2 


xx

y ; 6) 3 xy  ; 7) 43 2 xxxy ; 

8) 
1
1





x
xy ; 9) xy

21
1


 ; 10) x

x
y

31
3


 ; 11) )752lg( 2  xxy ; 

12) 
)23(log

1
2

2 


xx
y ; 13) )

4
sin( 

 xy ; 14) xy sin ; 

15) xy 3cos1 ; 16) 
x
xy

sin1
cos1




 . 

1.7. Вычислить )()(),(),( abhaa   , 
h

aha )()(   , 

ab
ab


 )()( 

, если: 

 1) 2)( xx  ; 2) 3)( xx  ; 3) xx )( ; 4) 2)( 2  xxx . 

1.8. Какие из указанных функций четные, а какие – нечетные: 

 1) 
x

xy sin
 ; 2) 

12
12




 x

x
y ; 3) 

x
xy

2)1( 
 ; 4) x

x

a
ay 1

 ; 
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 5) 
x

xy cos1
 ; 6) 32 xxxy  ; 7) 

31






 


x

xy . 

1.9. Найти ))(( xf  и ))(( xf  , если: 1) 2)( xx  , xxf 2)(  ; 

 2) 3)( xx  , xxf lg)(  ; 3) xx sin)(  , 
x

xf 1)(  . 

1.10. Построить графики функций: 

1) xy  ; 2) xy  ; 3) xy  ; 4) 1 xy ; 5) 2xy  ; 

6) 3xy  ; 7) xxf alog)(  ; 8) xay  ; 9) xy sin2 , ]2,0[ x ; 

10) xy 2cos , ]2,0[ x . 

1.3. Предел числовой последовательности (переменной величины) 

Переменная величина xn принимает бесконечную последовательность 

значений: x1, x2, x3, …, xn, …, т. е. xn является функцией от n, и для любого 

натурального числа n можно указать соответствующее значение xn. 

Число a называется пределом числовой последовательности 

x1, x2, x3, …, xn, … или пределом переменной xn, если для любого сколь 

угодно малого положительного числа  найдется такое натуральное число 

N, (зависящее от ), что для всех n  N выполняется условие  axn . 

Символически это записывается так: axn
n




lim  или xn  a при n  . 

Если переменная величина xn стремится к своему пределу a, остава-

ясь меньше a, то используется запись 0 axn , если же переменная xn 

стремится к a, оставаясь больше a, то используется запись 0 axn . 

Переменная величина может иметь только один предел. 

Предел постоянной равен самой постоянной, т. е. cc
n




lim . 
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Переменная величина называется бесконечно малой, если ее предел 

равен нулю. Бесконечно малые, для удобства, часто обозначают буквами 

n , n , n , … и  т. п. Алгебраическая сумма конечного числа бесконечно 

малых является бесконечно малой.  

Бесконечно малые n  и n  называются эквивалентными ( n ~ n ), 

если 1lim 
 n

n
n 


. Если 0lim 

 n

n
n 

 , то говорят, что бесконечно малая n  

более высокого порядка (малости), чем n . 

Для того чтобы переменная xn имела предел, равный a, необходимо и 

достаточно, чтобы она была представима в виде nn ax  , где n  – бес-

конечно малая. 

Переменная xn называется ограниченной, если существует такое число 

A > 0, что для всех n выполняется условие Axn  . Если переменная xn 

имеет предел, то она ограниченная. Если переменная xn не принимает ну-

левых значений и 0lim 


axn
n

, то переменная 
nx

1  – ограниченная. 

Произведение ограниченной величины на бесконечно малую есть 

бесконечно малая. 

Переменная величина xn называется бесконечно большой, если для 

любого сколь угодно большого положительного числа A, можно указать 

такое натуральное число N, что для всех n  N имеет место неравенство 

|xn| > A. При этом используется следующая символика: 


n
n

xlim  или 

xn   при n  . Если бесконечно большая величина принимает только 

положительные (отрицательные) значения, то это символически записы-

вают так: 


nn
xlim  или xn  + при n   ( 


n

n
xlim  или xn  –  
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при n  –). Если xn – бесконечно большая, то 
nx

1  – бесконечно малая; если 

n  – бесконечно малая и 0n , то 
n

1  – бесконечно большая. 

При вычислении пределов используются следующие их свойства. 

Если существуют nn
x


lim  и nn

y


lim , то: 

1) n
n

n
n

xccx


 lim)(lim ; 

2) n
n

n
n

nn
n

yxyx


 limlim)(lim ; 

3) n
n

n
n

nn
n

yxyx


 limlim)(lim . 

Свойства 2) и 3) справедливы для любого конечного числа переменных, 

имеющих пределы; 

4) 
n

n

n
n

n

n
n y

x

y
x







lim

lim
lim , если yn не принимает нулевых значений 

и 0lim 


n
n

y ; 

5) если отношение двух бесконечно малых имеет предел, то этот предел 

не изменится при замене каждой из бесконечно малых эквивалентными им 

бесконечно малыми, т. е., если a
n

n
n


 
lim  и n ~ n

1, n ~ n
1, то 

a
n

n
nn

n
n


 1

1
limlim







; 

6) если ayx nnnn



limlim  и xn  zn  yn, то azn

n



lim . 
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Пример 7. Показать, что при n   последовательность 5, ,
2
14  

3
14 , …, 

,14
n

  … имеет пределом число 4. 

Р Е Ш Е Н И Е .  

Так как общий член последовательности равен 
n

xn
14   и 

n
1  при 

n   стремится к нулю, т. е. является бесконечно малой, то 

4)14(limlim 
 nx

nnn
. 

Пример 8. Найти пределы переменных:  

 1) 2
321

nnxn  ; 2) 
123
32

2

2






nn
nnxn ; 3) 

nn
nnxn

 3

26

2
10 ; 

 4) 
1
...321

2 




n
nxn ; 5) n

nn

nx
31
32




 ; 6) 

n
nx n

sin
 ; 

 7) 312 22  nnnnxn ; 8) )31( 22  nnnxn . 

Р Е Ш Е Н И Я .  

1. Так как 
n
2  и 2

3
n

 являются бесконечно малыми, то 2
32

nn
  тоже 

является бесконечно малой. Поэтому 1)321(lim 2 
 nnn

. 

2. Переменная величина является дробью, числитель и знаменатель 

которой неограниченно растут, т. е. являются бесконечно большими (в таком 

случае говорят, что имеет место неопределенность вида 







 ). Поэтому, 
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при вычислении предела воспользоваться свойством (4) нельзя. Разделив 

числитель и знаменатель на n2, получаем: 

3
1

)123(lim

)321(lim

123

321
lim

123
32lim

2

2

2

2

2

2
































nn

nn

nn

nn
nn

nn

n

n

nn
, 

так как при n   каждая из дробей ,2
n

 ,3
2n

 2
1

n
 являются бесконечно малой. 

3. В данном случае также имеет место неопределенность вида 







 . 

Разделим числитель и знаменатель на n3 (при делении 1026  nn  на n3 

подкоренное выражение делится на n6): 













 nn

nn
n 3

26

2
10lim  

2
1

12lim

1011lim

12

1011
lim

2

64

2

64









 















n

nn

n

nn

n

n

n
. 

4. Выражение, стоящее в числителе, представляет собой сумму чле-

нов арифметической прогрессии: 
2

)1(...321 nnn 
 . Поэтому, 

2
1

)11(2

11
lim

)1(2
)1(lim

1
...321lim

2
22 


























n

n
n

nn
n

n
nnn

. 
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5. n

nn

31
32




 при n   представляет собой неопределенность вида 








 . 

Разделим числитель и знаменатель на 3n. Получим: 













 n

nn

n 31
32lim  

1
1

3
1

1
3
2

lim 













n

n

n
, так как 

n








3
2  и n3

1  – бесконечно малые. 

6. В данном случае предел числителя не существует, но при всех n 

sin n является ограниченной величиной, так как 1sin n . Поэтому, 

n
n

n

sinlim


01sinlim 
 n

n
n

, так как 
n
1  – бесконечно малая. 

7. Здесь имеет место неопределенность вида )(  . Преобразуем ее  

к неопределенности вида 







 . С этой целью умножим и разделим переменную 

xn на 312 22  nnnn , после чего числитель и знаменатель разде-

лим на n (подкоренные выражения при этом делятся на n2). Получим:  

 

.
2
3

311121

43
lim

312

43lim
312

)3(12lim

312

)312)(312(lim

)(312lim

22

2222

22

22

2222

22












































nnnn

n

nnnn

n

nnnn

nnnn
nnnn

nnnnnnnn

nnnn

n

nn

n

n
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8. В данном случае имеем дело с неопределенностью вида ))((  . 

Для нахождения предела выполним предварительно преобразования, ана-

логичные преобразованиям предыдущего примера: 




))(()31(lim 22 nnn
n

 







 31

)31)(31(lim
22

2222

nn

nnnnn
n

 












 31

2lim
31

))3(1(lim
2222

22

nn

n

nn

nnn
nn

 

1
2
2

3111

1lim2

22

















nn
n

. 

ЗАДАНИЯ 

1.11. Найти пределы переменных: 

1) 
524
435

3

23






nn
nnxn ; 2) 

32
23

2

2






nn
nnxn ; 3) 

72
3

2

25






nn
nnnxn ; 

4) 
63
45

2

3






nn
nnxn ; 5) 

12
1

3

2






nn
nnxn ; 6) 

1
3
23 




nn
nxn ; 

7) 
n

nxn 2...642
)12(...531




 ; 8) 
15

)13(...852
2 




n
nxn ; 

9) 
nn

nnxn



 2

24

2
2 ; 10) 

2
1

2

3 46






n
nnxn ; 11) 3

3

23
32

nn
nnxn




 ;  

12) 
nn
nnxn 




2
1 ; 13) nn

nn

nx
533
522



 ; 14) nn

nn

nx
43
32




 ;  
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15) nn

nn

nx
22
22




 


; 16) 

n
x

n

n




3 ; 17) 
n

nxn
cos

 ; 18) 
)1lg(

sin



n

nxn ; 

19) 
n

nnxn
cos2sin 

 ; 20) 3
cos3sin

n
nnxn


 ; 21) 

nn
nnxn sin

sin



 ; 

22) 
nn
nnxn 




sin
cos ; 23) 2315 22  nnnnxn ;  

24) 1722  nnnnxn ; 25) 322  nnxn ; 

26) nnnxn 215 2  ; 27) 3 12  nnxn ; 28) 34 12  nnxn ; 

29) )1232( 22  nnnxn ;  30) )11( 2424  nnnnnnxn .   

1.4. Предел функции 

Пусть функция f(x) определена в некоторой окрестности точки a (т. е. 

на некотором интервале, содержащем точку a), за исключением, быть может, 

самой точки a, а x1, x2, x3, …, xn, … – произвольная бесконечная последова-

тельность значений аргумента x (из этого интервала) такая, что 

axn
n




lim , ( axn  ). Этой последовательности значения аргумента соот-

ветствует последовательность значений функции: ...,),(),( 21 xfxf  ...),( nxf  . 

Определение 1 (предел функции по Гейне). Число b называется 

пределом функции f(x) при x  a и обозначается bxf
ax




)(lim , если для 

любой последовательности xn  a (xn  a) значений аргумента x, соответ-

ствующая последовательность f(xn) значений функции f(x) имеет пределом 

число b. 

Определение 2 (предел функции по Коши). Число b называется 

пределом функции f(x) при x  a, если для любого сколь угодно малого 
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положительного числа  существует такое положительное число , что 

|f(x) – b| <   при 0 < |x – a| < . 

Определения 1 и 2 эквивалентны (равносильны). 

Числа )(lim)0(
0

xfaf
ax 

  и )(lim)0(
0

xfaf
ax 

  (если они сущест-

вуют) называются односторонними пределами (соответственно, левым  

и правым пределом) функции f(x) в точке a. Для существования предела 

функции f(x) при x  a необходимо и достаточно, чтобы имело место ра-

венство: )0()0(  afaf . Функция f(x) в точке a может иметь только 

один предел. 

Если 0)(lim 


xf
ax

, то функция f(x) называется бесконечно малой 

при x  a. Бесконечно малые функции часто символически обозначают 

так: ...),(),(),( xxx  . Сумма и произведение конечного числа беско-

нечно малых функций, произведение бесконечно малой функции на огра-

ниченную функцию есть функция бесконечно малая. 

Бесконечно малые при x  a функции (x) и (x) называют эквива-

лентными, если 1
)(
)(lim 

 x
x

ax 
 ; при этом используется запись 

)(~)( xx   при x  a. 

 

Число b называется пределом функции f(x) при x   






 


bxf

x
)(lim , если для любого положительного числа  существует та-

кое положительное число A(), что |f(x) – b| <   для всех |x| > A.  

Если Mxf )(  при 0 < |x – a| <   (при |x| > A), где M – произвольное 

положительное число, то условно записывают 


)(lim xf
ax

 




 


)(lim xf

x
. 
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В этом случае функция f(x) называется бесконечно большой при x  a 

(x  ). 

Если f(x) – бесконечно большая, то 
)(

1
xf

 – бесконечно малая функция: 

если (x) – бесконечно малая, то 
)(

1
x

 – бесконечно большая функция. 

При вычислении пределов функций используются следующие их 

свойства (теоремы). 

Если существуют )(lim xf
ax

 и )(lim xg
ax

, где a может быть как чис-

лом, так и символом , то: 

1) )(lim)(lim xfcxfc
axax 

 ; 

2) )(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf
axaxax 

 ; 

3) )(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf
axaxax 

 . 

Свойства (2) и (3) справедливы для любого конечного числа функций, 

имеющих пределы; 

4) 
)(lim

)(lim

)(
)(lim

xg

xf

xg
xf

ax

ax
ax






 , если 0)(lim 


xg
ax

; 

5) 1sinlim
0


 x

x
x

 (первый замечательный предел); 

6) ...71828,2)1(lim)11(lim
1

0



ex

x
x

x
x

x
 (второй замечательный 

предел) (логарифм числа x по основанию e называется натуральным лога-

рифмом и обозначается ln x); 
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7) если отношение двух бесконечно малых функций имеет предел, 

то этот предел не изменится при замене каждой из бесконечно малых 

функций эквивалентной ей бесконечно малой, т. е., если b
x
x

ax


 )(
)(lim


 ,  

и ),(~)( 1 xx   )(~)( 1 xx  , при х  а, то b
x
x

x
x

axax


 )(
)(lim

)(
)(lim

1

1




 . 

При решении примеров бывает полезным использовать эквивалентность 

следующих бесконечно малых функций: если 0)(lim 


x
ax
  при х  а, то 

),(~)(sin xx   ),(~)( xx tg  ),(~)(sin xx arc  ),(~)( xx arctg  

),(~))(1ln( xx     ).(~1)( xe x    

Пример 9. Найти пределы: 

 1) 
54
23lim




 x
x

x
; 2) 

1
13lim

2 


 xx

x
x

; 3) 
1

13lim
2 


 xx

x
x

; 

 4)  213lim 22 


xxxx
x

; 5)  213lim 22 


xxxx
x

; 

 6) 3
13lim

2 


 x
x

x
; 7) 

1
1lim 3

2

1 


 x
x

x
; 8) 2

3

11
1lim

x
x

x 



; 9) 

43
132lim 2

2

1 


 xx
xx

x
; 

 10) 
x
x

x

39lim
0




; 11) x
xxxx

x

1321lim
22

0




; 12) 
x

x
x

3sinlim
0

;  

 13) 20

4cos1lim
x

x
x




; 14) 
1

)32sin(lim 2

2

1 


 x
xx

x
; 15) 

x

x x

351lim 





 


;  

 16) 
x

x x
x 2

1
1lim 











; 17) x

x x
x

3

20 1
1lim 












; 18) 

)21ln(
1lim

0 x
e x

x 



.  
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Р Е Ш Е Н И Я .  

1. В данном случае имеет место неопределенность вида 







 . Разделим 

числитель и знаменатель на х. Получим: 

4
3

54lim

23lim

54

23
lim

54
23lim 







 







 


























x

x

x

x
x
x

x

x

xx
. 

2. Здесь тоже неопределенность вида 







 . Преобразуем знамена-

тель: 22
22 1111111

xx
x

xx
xxx 






  . Так как x  +, то 

x > 0 и, следовательно, |x| = x. Поэтому:  






















2
2 111

13lim
1

13lim

xx
x

x

xx

x
xx

 

3
1
3

111lim

13lim

111

13
lim

111

13lim

222










 


















xx

x

xx

x

xx
x

x

x

x

xx
. 

3. Решаем аналогично предыдущему, учитывая, что из условия x  – 

следует, что x < 0 и, следовательно, |x| = –x: 













 1

13lim
2 xx

x
x

 

3
3
1

111

13
lim

111

13lim
111

13lim

222















xx

x

xxx

x

xxx

x
xxx

. 
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4. В данном случае имеет место неопределенность вида )(  . 

Умножим и разделим данное выражение на 




  213 22 xxxx , 

после чего числитель и знаменатель разделим на х: 






 


213lim 22 xxxx

x
 )(  

  
  






 213

213213lim
22

2222

xxxx

xxxxxxxx
x

 


























2222

22

211131

34lim
211131

)2(13lim

xxxxx

x

xxxxx

xxxx
xx

 

.22
4

11
4

211131

34
lim

22




















xxxx

x
x

 

5. Решаем аналогично предыдущему, учитывая, что в данном случае 

|x| = –x. Получим:   2213lim 22 


xxxx
x

. 

6. Так как 7)13(lim
2




x
x

 и 5)3(lim
2




x
x

, то 



 3
13lim

2 x
x

x
 

 
  4,1

5
7

3lim

13lim

2

2 








x

x

x

x . 

7. При x  1 числитель и знаменатель дроби стремятся к нулю  

(неопределенность вида 






0
0 . Так как ),1)(1(12  xxx  13x  

)1)(1( 2  xxx  и x  1 при x  1, то числитель и знаменатель можно 

сократить (разделить) на 1x . Поэтому: 
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3
2

1
1lim

)1)(1(
)1)(1(lim

0
0

1
1lim 21213

2

1






















 xx

x
xxx

xx
x
x

xxx
. 

8. Так как 0)1(lim 2
1




x
x

, а 2)1(lim 3
1




x
x

, то при х  –1 

функция 2

3

1
1

x
x



  неограниченно растет 










 0

2
1
1lim 2

3

1 x
x

x
. 

9. Здесь неопределенность вида 







0
0 . Для нахождения предела чис-

литель и знаменатель необходимо разложить на множители: 












 0

0
43
132lim 2

2

1 xx
xx

x











 )
3
4(3

)
2
1(2

lim
)

3
4)(1(3

)
2
1)(1(2

lim
11 x

x

xx

xx

xx





 43
12lim

1 x
x

x
 






7
1

7
1 . 

10. Это также неопределенность вида 







0
0 . Умножим числитель и 

знаменатель на 39  x : 















 )39(

)39)(39(lim
0
039lim

00 xx
xx

x
x

xx
 

6
1

39
1lim

)39(
lim

)39(
99lim

000












 xxx

x
xx

x
xxx

. 

11. Решаем аналогично предыдущему:  




 x
xxxx

x

1321lim
22

0









0
0

 







 )1321(

)1321)(1321(lim
22

2222

0 xxxxx

xxxxxxxx
x
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










 )1321(

4lim
)1321(

)132(1lim
22

2

022

22

0 xxxxx

xx

xxxxx

xxxx
xx

 

.2
2
4

1321

4lim
220







 xxxx

x
x

 

12. Так как при x  0  sin 3x ~ 3х, то 33lim
0
03sinlim

00









 x
x

x
x

xx
. 

13. Принимая во внимание, что: xx 2sin24cos1 2  и sin 2x ~ 2x 

при x  0, получаем: 








 2

2

020

2sin2lim
0
04cos1lim

x
x

x
x

xx


 2

2

0

)2(2lim
x

x
x

8. 

14. Так как при x  1 032 2  xx , то 

)32sin( 2  xx 32~ 2  xx . Поэтому: 










 0
0

1
)32sin(lim 2

2

1 x
xx

x
 


















 )1)(1(

)
2
3)(1(2

lim
0
0

1
32lim

12

2

1 xx

xx

x
xx

xx
5,2

2
5

1
32lim

1

)
2
3(2

lim
11










 x
x

x

x

xx
. 

15. В данном случае имеет место неопределенность вида  1 . Сле-

довательно, необходимо использовать второй замечательный предел: 

  





 






 









35
5

3 51lim151lim
x

x

x

x xx
 

15

15

5
15

5 51lim51lim e
xx

x

x

x

x























 






 






. 

16. Так как 1
1
1lim 




 x
x

x
, то мы снова имеем дело с неопределен-

ностью вида  1 . Поэтому, преобразуем функцию так, чтобы можно было 
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использовать второй замечательный предел:  








 


1

1
1lim

2x

x x
x  

.
1

21lim
1

21lim

1
21lim

1
)1(11lim1

1
11lim

1
4

2
12

1
2

2
1

222


































































 










x
x

x

x

x
x

x

x

x

x

x

x

x

x

xx

xx
xx

x
x

 

Так как 0
1

2


x
 при x , то e

x

x

x
















2
1

1
21lim . Принимая во 

внимание, что 411

4lim
1

4lim 













 

x
x

x
xx

, окончательно получаем: 

4
1

4lim

2
11

4

2
12

1
21lim

1
21lim

1
1lim e

xxx
x

x
x

x

x

x
x

x

x

x

x

x










































































. 

17. Так как 1
1
1lim 20





 x
x

x
 и 

 xx

1lim
0

, то для нахождения пре-

дела необходимо использовать второй замечательный предел. Выполним 

преобразования, аналогичные преобразованиям предыдущего примера: 

  












 




















x

x

x

x

x

x x
xx

x
x

x
x

3

2

2

0

3

20

3

20 1
1lim1

1
11lim1

1
1lim  

3lim

)1(
)1(3

2

2

02

2

0

21

)1(3

0

2
2

213
21

2

2

21

1
1lim

1
1lim ee

x
xx

x
xx x

x

x

xx

x
xx

xx

xx

x xx
xx

xx





















































 

















 




. 
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18. При x  0 ex – 1 ~ 2x и xx 2~)21ln(  . Поэтому: 

)21ln(
1lim

0 x
e x

x 



 

2
1

2
lim

0
0

0









 x
x

x
. 

Пример 10. Найти односторонние пределы функции f(x) в точке х0: 

1) 
x

xf 1

21

1)(



 , x0 = 0; 2) 1
1

)( 


xexf , x0 = 1;  3) 
4

102)( 2

2






x
xxxf , x0 = 2. 

Р Е Ш Е Н И Я .  

1. Если x +0, то 
x
1  и x

1

2 . Следовательно, 0

21

1lim 10





x
x

. 

Если же x  –0, то 
x
1  и 02

1

x . Следовательно, 1

21

1lim 10





x
x

. 

2. Если x  1 + 0, то x – 1  +0, 
1
1

x
 и 





1
1

01
lim

x
e

x
. 

Если же x  1 – 0, то x – 1  –0 и 
1
1

x
, тогда: 0lim

1
1

01






x
e

x
. 

3. В данном случае 














 )2)(2(

)5,2)(2(2lim
0
0

4
102lim

22

2

2 xx
xx

x
xx

xx
 

25,2
4
9

2
52lim

)2(
)5,2(2lim

22










 x

x
x
x

xx
. 

Поэтому: 25,2
4

102lim
4

102lim 2

2

022

2

02










 x

xx
x

xx
xx

. 
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ЗАДАНИЯ 

1.12. Найти пределы: 

 1) 
12
35lim 2

2




 xx

xx
x

; 2) 
354

13lim 2

2




 xx

xx
x

; 3) 
24
123lim 23

2




 xx

xx
x

;  

 4) 
13

432lim 4

23




 xx
xx

x
; 5) 

43
53lim

2




 x
xx

x
; 6) 

23
12lim 2

3




 xx

xx
x

; 

 7) 
5

5lim
2




 x
xx

x
; 8) 32

14lim
2




 x
xx

x
; 9) 

32
14lim

2




 x
xx

x
; 

 10) 
5

5lim
2




 x
xx

x
; 11)  11lim 22 


xxxx

x
; 

 12)  1253lim 22 


xxxx
x

; 13)  xxx
x




22 1lim ; 

 14) 




 


251lim 22 xxxx

x
; 15) 

53
35lim

3 


 x
x

x
;  

 16) 
2
43lim 2

2

2 


 xx

xx
x

; 17) 
1
1lim 2

2

1 


 x

x
x

; 18) 
8

12lim 3

2

2 


 x

xx
x

; 

 19) 
325
523lim 2

2

1 


 xx

xx
x

; 20) 
32
23lim

2

2

1 


 xx

xx
x

; 21) 
2
62lim 2

2

2 


 xx
xx

x
;  

 22) 
102
23lim 2

2

2 


 xx
xx

x
; 23) 

x
xx

x

244lim
0




; 

 24) 
20 99

lim
xx

x
x 

; 25) 
x

x
x

5sinlim
0

; 26) 
x
x

x 2sin
3sinlim

0
; 

 27) 
1

)1sin(lim 21 


 x
x

x
; 28) 

8
)4sin(lim 3

2

2 


 x
x

x
; 

 29) 
x

xx
x

3sinsinlim
0




; 30) 
xx

x
x 3sin2sin
lim

0 
; 
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 31) 20

3cos1lim
x

x
x




;  32) 20

3coscoslim
x

xx
x




; 

 33) 3
1

2
12lim 



 






 x

x

x x
x ; 34) 

x

x x
x









 2
1lim

0
; 

 35)   x
x

x 3
1

0
21lim 


; 36) 

x

x x

531lim 



 


; 37) 

13

5
1lim



 






 x

x x
x ; 

 38) x

x x
x

21

0 21
1lim 








; 39) 

1
)31ln(lim

0 


 xx e
x ; 40) 

)51ln(
5sinlim

2

0 x
x

x 
. 

1.13. Найти односторонние пределы функции f(x) в точке х0: 

 1) 0,3)( 0

1

 xxf x ; 2) 0,)( 0
sin  xexf x

x

; 

 3)  0
sin ,)( xexf x

x

. 

1.14. Найти пределы функции f(x) в точках:  x = 0, x 1 и при x  . 

 1) 
x

xxf sin)(  ; 2) 
23
123)( 2

2





xx
xxxf ; 3) 

1
32)( 2

2





x

xxxf . 

 

1.5. Непрерывность функции 

Функция f(x)  называется непрерывной в точке x0, если: 

1) f(x) определена в некоторой окрестности этой точки; 

2) существует предел )(lim
0

xf
xx

  и 3) )()(lim 0
0

xfxf
xx




. 

Необходимое и достаточное условие непрерывности функции f(x)  

в точке x0: )()0()0( 000 xfxfxf  . 

Под приращением аргумента, которое обычно обозначается x, 

подразумевается как положительное, так и отрицательное достаточно ма-
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лое по абсолютной величине число. Приращением функции y = f(x)  

в точке х, соответствующим приращению аргумента x, называется число 

)()( xfxxfy   . В этих обозначениях условие непрерывности функции 

f(x) в точке x0 может быть записано так: 


y
x


 0
lim 0)]()([lim 000




xfxxf
x




. 

Функция, непрерывная в каждой точке некоторого интервала, называется 

непрерывной на этом интервале.  

Все основные элементарные функции непрерывны в своей области 

определения.  

Алгебраическая сумма и произведение конечного числа непрерыв-

ных функций есть непрерывная функция. Частное двух непрерывных 

функций есть непрерывная функция везде, где знаменатель отличен от нуля. 

Сложная функция (суперпозиция функций), составленная из непрерывных 

функций, есть непрерывная функция. 

Функции, непрерывные на замкнутом интервале, обладают следую-

щими свойствами. Если f(x) непрерывна на замкнутом интервале [a, b], то:  

1) f(x) ограничена на этом интервале, т. е. существует такое число 

A > 0, что для всех x  [a, b] имеет место Axf )( ; 

2) f(x) принимает по крайней мере в одной точке x1  [a, b] свое наи-

большее и по крайней мере в одной точке x2  [a, b] наименьшее значения: 

)()( 1 xfxf  ; )()( 2 xfxf  ; 

3) f(x) принимает на этом интервале все промежуточные значения 

между своими наименьшим и наибольшим значениями; 

4) если f(x) на концах интервала принимает значения противополож-

ных знаков, то, по крайней мере, в одной точке x0  [a, b] она обращается 

в нуль: 0)( 0 xf . 
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Точки из области определения функции или являющиеся граничны-

ми точками этой области, в которых нарушается условие непрерывности, 

называются точками разрыва функции. Точки разрыва принято класси-

фицировать следующим образом: 

 x0 называют точкой устранимого разрыва, если  )0( 0xf  

)()0( 00 xfxf  ; 

 x0 называют точкой разрыва первого рода, если в этой точке у функции 

существуют конечные односторонние пределы, но )0()0( 00  xfxf . При 

этом разность )0()0( 00  xfxf  называют скачком функции в точке x0; 

 x0 называют точкой разрыва второго рода, если в этой точке функ-

ция не имеет ни одного из односторонних пределов. 

Пример 11. Исследовать на непрерывность функции: 

 1) 
32
43)( 2

2





xx
xxxf ; 2) 

12

12)( 1

1






x

x
xf ; 3) 

x
xxxf

sin
)(

2 
 . 

Р Е Ш Е Н И Я .   

1. Числитель и знаменатель дроби являются функциями, непрерывны-

ми на всей числовой оси. Поэтому функция f(x) будет непрерывной везде, 

кроме точек 31 x  и 12 x , в которых знаменатель обращается в нуль. 

Эти точки будут точками разрыва функции. Исследуем эти точки. 



 37 

Так как 





 





 0

4
32
43lim)(lim 2

2

33 xx
xxxf

xx
, то в точке x = –3  

у функции разрыв второго рода. Исследуем точку x = 1:  

4
5

3
4lim

)3)(1(
)4)(1(lim

0
0

32
43lim)(lim

112

2

11





















 x

x
xx
xx

xx
xxxf

xxxx
. 

Значит, в точке x = 1 у функции устранимый разрыв 





 

4
5)01()01( ff . 

2. Как числитель, так и знаменатель дроби являются непрерывными 

функциями при x  0, причем, знаменатель 012
1

x . Поэтому, при x  0 

функция непрерывна. Точка x = 0 является точкой разрыва функции. Если 

x  –0, то 
x
1  и 02

1

x . Поэтому: 

1

12

12lim)(lim)0( 1

1

00








x

x

xx
xff . 

Если же x  +0, то 
x
1  и x

1

2 . Следовательно, 

1

2

11
2

11

lim
12

12lim)(lim)0(
1

1

01

1

00




















x

x

x
x

x

xx
xff . 

Значит, в точке x = 0 у функции разрыв первого рода. Скачок функ-

ции 2)0()0(  ff . 

3. Числитель и знаменатель дроби – непрерывные функции. Следо-

вательно, функция непрерывна везде, где 0sin x , т. е. везде кроме точек 
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kx  , ...,2,1,0 k . В точке x = 0 








 0

0
sin

lim
2

0 x
xx

x
 

x
xx

x sin
)1(lim

0





1)1(lim

sin
lim

00



x

x
x

xx
. Поэтому, 1)0()0(  ff , сле-

довательно, x = 0 – точка устранимого разрыва. В точках kx   ( 0k ) 

x
xx

kx sinlim
2 

 








 
 0

)( 2  kk . Следовательно, в этих точках у функции 

разрывы второго рода. 

ЗАДАНИЯ 

1.15. Исследовать на непрерывность функции: 

 1) 
)2)(1()(


 xx

xxf ; 2) 
32
132)( 2

2




xx
xxxf ; 3) 

65
672)( 2

2




xx
xxxf ; 

 4) 
1

32)( 2 

xx

xxf ; 5) 
53
43)( 2

2




xx
xxxf . 

 

 

 

2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ОДНОЙ 

ПЕРЕМЕННОЙ 

2.1. Производная и дифференциал 

Производной функции y = f(x) по х называется предел отношения 

приращения функции к приращению аргумента, когда последнее стремит-

ся к нулю. Для обозначения производной используются следующие симво-

лы: ),(, xfy   
dx
df

dx
dy , . Таким образом: 
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x
xfxxf

x
y

dx
df

dx
dyxfy

xx 







)()(limlim)(
00





. 

Отыскание производной называется дифференцированием функции. 

Если функция имеет производную, то она (функция) называется диффе-

ренцируемой. 

Основные правила дифференцирования (свойства производной). 

Если с – постоянная, а )(xu  и )(xv  – дифференцируемые функции, то: 

1) 0c ; 2) ;)( vuvu   3) uccu )(  

4) ;)( vuvuuv   5) ;2v
vuvu

v
u 






  

6)    xu ufxuf )(  (правило дифференцирования сложной 

функции); 

7) если функция задана параметрически 







)(
)(
ty
tx




, то ;
)(
)(

t
t

x
yy
t
t

x 








  

8) если функция у задана неявно, т. е. определяется из уравнения 

0),( yxF , то для нахождения производной y  дифференцируют по х обе 

части уравнения, учитывая при этом, что у есть функция от х. Из получен-

ного уравнения находят y . 

Формулы дифференцирования (u – функция от x). 

1)   ;1 uauu aa 
     в частности:   2

1;
2 u

u
uu

uu 








 . 

2)   ;ln uaaa uu 


   в частности:   ;uee uu 


 

3)   ;
ln

log
au

uua


    в частности:   ;ln
u
uu


  
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4)   ;cossin uuu   5)   ;sincos uuu   6)   ;
cos2 u

uu tg  

7)   ;
sin2 u

uu ctg  8)   ;
1

arcsin
2u

uu


  

9)   ;
1

arccos
2u

uu


  10)   ;
1 2u

uu

arctg  

11)   .
1 2u

uu

arcctg  

Производной второго порядка (второй производной) функции 

)(xfy   называется производная от ее производной. Вторая производная 

обозначается одним из следующих символов: 2

2

2

2
,),(,

dx
fd

dx
ydxfy  .  

Таким образом, )(  yy .  

Аналогично, производная третьего порядка (третья производная) 

есть производная от второй производной и обозначается: )(, xfy  , 

3

3

3

3
,

dx
fd

dx
yd . Таким образом, )(  yy . 

Производной n-го порядка (n-й производной) называется производная 

от )1( n -й производной, обозначается )(ny , )()( xf n , n

n

dx
yd , n

n

dx
fd .  

Таким образом, )( )1()(  nn yy . 

Производные высших порядков обычно вычисляются последова-

тельным дифференцированием функции. 

Геометрический смысл производной. Если функция )(xfy   диф-

ференцируема в точке x0, то значение )( 0xf   производной в этой точке яв-
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ляется угловым коэффициентом (тангенсом угла наклона) касательной к 

графику функции в точке (x0, y0), где )( 00 xfy  . Уравнение касательной:  

))(( 000 xxxfyy  . 

Механический смысл производной. Если )(tss   – закон движения 

материальной точки, которая движется прямолинейно (s – длина пути, от-

считываемая от некоторой начальной точки; t – время, за которое пройден 

путь s), то )(ts  – величина скорости движения точки в момент времени t, 

т. е. )()( tvts  . 

Экономический смысл производной. Если функция )(tuu   выража-

ет количество произведенной продукции за время t, то )(tu  представляет 

собой производительность труда в момент времени t, т. е. производная от 

объема произведенной продукции есть производительность труда в момент 

времени t. 

В экономических исследованиях широко используется понятие эла-

стичности, которое связано с тем, что в экономических задачах часто 

удобнее вычислять в процентах изменение зависимой переменной (функ-

ции), соответствующее изменению независимой переменной (аргумента) 

на один процент. 

Эластичностью функции )(xfy   называется предел отношения 

относительного приращения 
y
y  функции y к относительному приращению 

x
x  аргумента x при 0x . Эластичность функции символически обо-

значают )(yEx , таким образом, yy
x

x
y

y
x

x
x

y
yyE

xxx 
 


 00
lim:lim)( . 
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Эластичность – безразмерная величина, значения которой не зависят 

от того, в каких единицах измерялись величины x и y. Она, в частности, 

широко используется при анализе спроса и предложения. Так, эластич-

ность спроса y относительно цены x показывает приближенно на сколько 

процентов изменится спрос при изменении цены на один процент. 

Дифференциалом функции в точке x называется главная часть ее 

приращения, линейная относительно приращения аргумента. Дифференциал 

функции )(xfy   обозначается dy  или df . Дифференциалом dx  аргу-

мента x называется приращение аргумента: xdx  . Дифференциал функ-

ции )(xfy   в точке х определяется равенством: dxxfdxydfdy )( . 

Если приращение x  аргумента мало (по абсолютной величине), то 

dyxfxxfy  )()(  , откуда xxfxfxxf  )()()(  . Последние 

равенства используются для приближенных вычислений и, в частности, 

для оценки погрешности значений функции. На практике, как правило, ве-

личину х измеряют (или вычисляют) с некоторой погрешностью x , кото-

рая влечет за собой погрешность y  величины )(xfy  . При малых зна-

чениях x  полагают dyy  . 

Дифференциал )(xdfdy  функции )(xfy  является функцией от х. 

Дифференциал ))(()( xdfddyd   этой функции называется дифференциалом 

второго порядка или вторым дифференциалом функции )(xfy   и обозна-

чается yd 2  или )(2 xfd  (читается дэ два игрек и, соответственно, дэ два эф 

от х): 2222 )()( dxxfdxyxfdyd  , где 22 )(dxdx  . 

Пример 1. Применяя формулы и правила дифференцирования, найти про-

изводные функций: 

 1) 7523 34  xxxy ; 2) xxy sin3 ; 3) xxxy arcsin ; 
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 4) x
xy arctg

 ;  5) 
xx
xxy

cossin
cossin




 ; 6) 52 )43(  xy ; 

 7) xy 3tg ; 8) )25cos(  xy ; 9) )(lnxy ctg ; 10) xy 32tg ; 

 11) )1ln( 2  xxy ; 12) 
2

sinln xy  ; 13) )1ln( 2  xxy ; 

 14) 
4

2xy ; 15) xxy sin ; 16) xxy cos)(sin ; 

 17) 0sin2  xyeyx ; 18) 1,1 33  ttyttx . 

Р Е Ш Е Н И Я .  

1.  )7523( 34 xxxy  )7()5()2()3( 34 xxx )(3 4x

)(2 3  x 0)(5  x 5612153243 2323  xxxx . 

2. xxxxxxxxxxy cossin3)(sinsin)()sin( 32333  . 

3. Воспользуемся тем, что 2
3

xxx  . Тогда  )arcsin( xxxy  

22
2
3

2
1

2
3

1
arcsin2

3
1

1arcsin2
3)arcsin(

x
xxxx

x
xxxxx





 . 

4. 













 2

2

2
1)(

x

x
x

x

x
xxxx

x
xy

arctg
arctgarctgarctg

 

)1(
)1(

22

2

xx
xxx





arctg . 
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5. 













xx
xxy

cossin
cossin

 

     
 





 2cossin

sincoscossincossinsincos
xx

xxxxxxxx
 

   
  xxx

xxxx
2sin1

2
cossin

cossincossin
2

22







 . 

6. Обозначим ux  43 2 , тогда 5uy  . По правилу дифференциро-

вания сложной функции будем иметь:   


 xu xuy )43( 25  xu 65 4  

42 )43(30  xx . 

7.  
x

xxxxy 2
223

cos
13)(3 


 tgtgtgtg . 

8.   )25sin(5)25()25sin()25cos(  xxxxy . 

9.  
)(lnsin

1)(ln
)(lnsin

1)(ln 22 xx
x

x
xy  ctg . 

10.  
x

xx
x

xxxxy
3cos

36)3(
3cos

132)3(323 22
2 tgtgtgtgtg 


 . 

11.  
1

12)1(
1

1)1ln( 2
2

2
2










xx
xxx

xx
xxy . 

12. 22
1

22cos

2sin

1
2sin

2sin

1
2sinln xxx

x
x

x
xy ctg























 . 

13.     





 1
1

1)1ln( 2
2

2 xx
xx

xxy   


















12
21

1
1

22 x
x

xx 1
1

1
1

1
1

22

2

2 





 xx

xx
xx

. 
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14.     444
22ln42ln22 34 xxx xxy 





 . 

15. В данном случае и основание, и показатель степени зависят от x. 

Логарифмируя, получим xxy lnsinln  . Теперь продифференцируем ле-

вую и правую части последнего равенства по x. Так как y является функци-

ей от x, то xxy lnsinln   есть сложная функция от x и   y
y

y 
1ln . Сле-

довательно, x
xxxy

y sinlncos 
 , откуда: 






 





  x

xxxxx
xxxyy x sinlncossinlncos sin . 

16. Аналогично предыдущему примеру xxy sinlncosln  , откуда 

x
xxx

x
xxxxy

y
sin

sinlnsincos
sin
coscossinlnsin

22 
 . Тогда: 

 x
xxxxx

xxxyy x
sin

sinlnsincos)(sinsin
sinlnsincos 22

cos
22

 

  xxxx x sinlnsincos)(sin 221cos   . 

17. Дифференцируя по x обе части уравнения, получаем  

0)(cos2  yxyeyyx xy , откуда xy

xy

xey
xyey






cos
2 . 

18. Так как 13,13 22  tytx tt , то 
13
13

2

2




t
tyx . 

Пример 2. Найти производные n-го порядка:  

1) 7325 234  xxxxy ;  2) xey  ; 3) xy 2 ; 4) xy sin .  
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Р Е Ш Е Н И Я .  

1. 24,3024,43012,34154 223  IVyxyxxyxxxy ,   

0...  VIV yy . 

2. xnxx eyeyey  )(,...,, .  

3. 2ln2,...,2ln2,2ln2,2ln2 )(32 nxnxxx yyyy  .  

4. 





 

2
sincos xxy , 






 

2
2sinsin xxy ,  xy cos  







 

2
3sin x , …, 






 

2
sin)( nxy n .  

Пример 3. Найти эластичность функции ,232  xxy  при x = 5. 

Р Е Ш Е Н И Е .  )32(
23

)( 2 


 x
xx

xyy
xyEx .   

При x = 5, получаем: 92,212
35712

5)(5 yE .  

Пример 4. 
52

70




x

xy  – функция спроса на некоторый товар (y – количест-

во товара покупаемого в единицу времени по цене x ден. ед.). Найти эла-

стичность спроса для цены x = 10. 

Р Е Ш Е Н И Е .  Так как 
 252

135
52

70














xx
xy , то эластичность 

спроса относительно цены 
 














 252

135
70

52)(
xx

xxyy
xyEx  

  5270
135


 xx

x . При цене x = 10, получаем: 

 40

27
2580
10135)(10 yE  

68,0 . Следовательно, при увеличении цены x = 10 на товар на 1%, спрос 

уменьшится примерно на 0,68%. 
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Пример 5. Найти дифференциалы функций:  

 1) 123  xxy ;  2) xy sin2 ; 3) 2xy arctg ; 4) 
2xey  .  

Р Е Ш Е Н И Я .  

1.    dxxdxxxdy 2312 23 


 ; 2.   dx
x

xdxxdy cossin2 


 ;  

3. dx
x
xdy 41

2


 ; 4. dxxedy x2
2  .  

 
ЗАДАНИЯ 

2.1. Найти производные функций: 

 1) 2
11
xxxy  ; 2) 43 xxxy  ; 3) xxxxy 2 ; 

 4)   xexxy 123 2  ; 5) 1ln3 33  xxxy ; 

 6) xxxxxy sin2cos2sin2  ; 7) xxxy arccosarcsin  ; 8) 
x

xy sin
 ; 

 9) xxy ctg2 ; 10) x
xy tg

3
 ; 11) 2

2

1 x
xy


 ; 12) xxy arctg ; 

 13) xxy tg ; 14) 
x

xy



1

; 15) xxy ln ; 16) x
xy ln1 ; 

 17) xxy 22 ; 18) xexy 3 ; 19) xxy arctg ; 20) 
x
xy 2sin

cos ; 

 21)  23 32ln xxy  ; 22)  xy cos1ln  ; 23)  1ln  xxy ; 

 24) 
2

arccos xy  ; 25) xxy arcsin ;  26) xy 32tg ; 
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 27) 232 xy  ; 28) 5cos2 xy  ; 29)  xy 3ln tg ; 

 30) x
xy sin1

sin1

 ; 31) 12  xy arctg ; 32) 2

2

4
4arccos

x
xy


 ; 

 33) xey 2sin  ; 34) xey 3tg ; 35) x
xy


 1

1arctg ; 

 36)  
x

xy cos
sin1ln  ; 37) xey 2 ; 38) xy

2sin2 ; 

 39) 
11
11

2

2




x
xy ; 40) xxxxy 2coscossin2  ; 41) xey arccos ; 

 42)  5ln xy tg ; 43) xy lnlnln ; 44) 3cosln xy  ; 

 45) x

x

ex
exy 2

2


 ; 46) 44

1ln
xx

xy  ; 47) xxy cos3cos3
5  ; 

 48) xy 4
2 sinlog ; 49) 

3

2cos1
sin











x

xy ; 50) 
211 x

xy


arctg ; 

 51) 
2

arccos
arcsin












 xx
xxy ; 52) )cos1)(sin1( xxy  ; 

 53) )3)(2)(1(  xxxxy ; 54) xxxy 3sin2sinsin ; 

 55) xexy x ln
22 ; 56) xey

2tg ; 57)  4lg 2  xxy ; 

 58) 
5

1
1








 x

xy ; 59) xey 3arctg ; 60)  6xy arctg ; 

 61) a
xey a

x
cos ; 62) )cos(sin xxey x   ; 63) 

1
1ln 2

2


 x

x

e
ey ; 



 49 

 64) xy 21arccos  ; 65) xxy arcsin ; 66) 
x

y 1arcsin ; 

 67) x2arctg2y ; 68) 2)3(arccos xy  ; 69)  63 xy tg ; 

 70) xey 4sin ; 71) xy cos ; 72) 1cosln  xy ; 

 73) 12  xxy arcctg ;  74) xxxy 2cosln22  tg ; 

 75) )sincosln( xxxy  ; 76) xxxay cossin  ;  77) 
x

xy
3sin1

3cos
2

2


 ; 

 78) 
xx

y
3ln

1
 ; 79) xxy

1

 ; 80) xxy  ; 81)   xxy tg ; 

 82)  xxy tg ; 83) xxy ln ; 84) xxy arcsin ; 

 85) 0322  xyyx ; 86) 0 yx xeye ; 

 87) 0sinsinsin  xyyx ; 88) taytax sin,cos  ; 

 89) teytex tt cos,sin   ; 90) ttyttx ctgtg  , . 

2.2. Найти производные второго порядка: 

1) xxy 2sin ; 2) xxy  ; 3) xxy arccos ; 4) xy tg ; 

 5) 
2xey  ; 6) xy sinln .  

2.3.  Найти производные третьего порядка: 

 1) xy 2ln2
1 ; 2) xey cos ; 3) xxy tg ; 4) xxey 2 ; 

 5) )1ln( xy  ; 6) xxy ln2 .  
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2.4.  Найти производные n-го порядка:  

 1) kxey  ;  2) nxy  ; 3) xy cos .  

2.5. Найти эластичность функции f(x) при x = x0: 

 1) 2,23)( 0
2  xxxf ; 2) 5,2)( 0

23  xxxxxf ; 

 3) 1,)( 0
12   xexf x ; 4) 2,)( 0   xxexf x . 

2.6. f(x) – функция спроса на некоторый товар, продаваемый по цене 

x ден. ед., т. е. количество товара продаваемого в единицу времени по цене 

x. Найти эластичность спроса на товар при цене x = x0: 

 1) 10,32)( 0  xxxf ; 2) 25,2)( 0  xxxxxf . 

2.7. Найти дифференциалы функций: 

 1) xy 2cos ; 2) xy 3tg ; 3) xey cos ; 4) xey arcsin ; 

 5) xy cos2 ; 6) xy arccos ; 7) xey 2sin ; 8) xey
2sin .  

 

2.2. Правило Лопиталя 

Пусть в некоторой окрестности точки x0 (кроме, быть может, самой 

точки x0) функции f(x) и )(x  дифференцируемы, 0)(  x  и 


)(lim
0

xf
xx

 

0)(lim
0




x
xx
  или 


)(lim)(lim

00

xxf
xxxx
 , т. е. )(

)(
x
xf


 в точке x0 

представляет собой неопределенность вида 







0
0  или 








 . Тогда 

 )(
)(lim

0 x
xf

xx 
  

)(
)(lim

0 x
xf

xx  





, если предел в правой части этого равенства существует. 
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Если  
)(
)(

x
xf

 


  в  точке  x0  также представляет собой неопределенность 

вида 







0
0  или 








  и )(xf   и )(x   удовлетворяют соответствующим усло-

виям, то следует перейти к отношению вторых производных и т. д. 

В случае неопределенности вида  0  или    ее нужно алгеб-

раически преобразовать в неопределенность вида 







0
0  или 








  и далее 

воспользоваться правилом Лопиталя. 

В случае неопределенности вида    00 ,0   или  1 , следует проло-

гарифмировать данную функцию и найти предел ее логарифма. Затем вос-

пользоваться тождеством yey ln . 

Пример 6. Найти пределы: 

1) 
103
23lim 2

2

2 


 xx
xx

x
; 2) 

ee
xx

xx 

lnlim
1

; 3) 
30

sinlim
x

xx
x




; 4)
x

n

x e
x


lim ; 

5) xx
x

lnlim 2
0

; 6) 




 

 xxx sin
11lim

0
; 7) x

x
xsin

0
lim


;  

8)   x

x
x cos

0
2

lim tg


; 9)   x

x
x ln

0
1lim 


. 

Р Е Ш Е Н И Я .   

1. При x = 2 числитель и знаменатель обращаются в нуль, т. е. имеет 

место неопределенность вида 







0
0 .  
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Воспользуемся правилом Лопиталя, т. е. рассмотрим предел отношения 

производных числителя и знаменателя: 

 
  11

1
16
32lim

103

23lim0
0

103
23lim

22

2

22

2

2



















 x
x

xx

xx
xx
xx

xxx
. 

2.  
  ee

x

ee

xx
ee
xx

xxxxxx

11lnlimlnlim0
0lnlim

111













 
. 

3. 6
1

6
sinlim0

0
3
cos1lim0

0sinlim
02030














 x
x

x
x

x
xx

xxx
. 

4. 

































 x

n

xx

n

xx

n

x e
xnn

e
nx

e
x 21 )1(limlimlim ...  

     012...)2)(1(lim 



 xx e

nnn . 

5. Здесь имеет место неопределенность вида  0 . Представим 

произведение в виде частного, а затем, получив неопределенность вида 







 , 

применим правило Лопиталя: 

  0lim2
1

2

1
lim1

lnlim0lnlim 2
0

3
0

2
0

2
0














x

x

x

x

xxx
xxxx

. 
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6. В данном случае имеет место неопределенность вида   . 

Приведем дроби к общему знаменателю, а затем, получив неопределен-

ность вида 







0
0 , применим правило Лопиталя: 

  
















 

 xxx
x

xx
xx

xx xxx cossin
1coslim0

0
sin

sinlimsin
11lim

000
 

02
0

sincos2
sinlim0

0
0











 xxx
x

x
. 

7. Это неопределенность вида  00 . Обозначим xsinx = y и пролога-

рифмируем: 

x

xxxy

sin
1

lnlnsinln  ; 













 xx
x

x
x

x

x

xy
xxxx cos

sinlim

sin
cos

1
lim

sin
1

lnlimlnlim
2

0
2

000
  

001limsinlimsinlim
000




xx
xxx

x
xxx

tgtg . 

Следовательно, 1limlim 0lnlimln
00

0  


eeey

yy
xx

x . 

8. Это неопределенность вида  0 . Положим (tg x)cos x = y и проло-

гарифмируем: 

x

xxxy

cos
1

lnlncosln tgtg  . 
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 Применяя правило Лопиталя, получим: 

0
sin
coslim

cos
sin

cos
1

lim

cos
1

lnlimlnlim 2
022

2

020202













 x
x

x
x

xx

x

xy
xxxx 

tgtg , 

откуда:   1limlimlim 0
lnlim

ln

0
2

0
2

cos

0
2

02 



eeeyx

y
y

xx

x

x

x 


tg . 

9. Это неопределенность вида  1 . Прологарифмируем и применим 

правило Лопиталя: (1 + х)lnx = y    lny = lnx  ln(1 + x); 

















 x
xx

xx

x

x

xxxy
xxxxx 1

lnlim

ln
1

1
1

lim
0
0

ln
1

)1ln(lim)1ln(lnlimlnlim
2

0
2

0000

0lim2
1

1
lim2

1
lnlim2

1

ln2
lim

11

lnlim
0

2
00

2
0

2

0




























x

x

x

x

x

x

x
x

x

x
xxxxx

,  

откуда:   1limlim)1ln(lim 0lnlimln
00

ln

0
0  


eeeyx

yy
xx

x

x
x . 

ЗАДАНИЯ 

2.8. Используя правило Лопиталя, найти пределы:  

 1) 
532
43lim 3

23

1 


 xx
xx

x
; 2)  x

ee xx

x 
 

 1lnlim
0

; 3) 
x

xe x

x 2sin
13lim 2

3

0




; 

 4) 
x

x
e

x
1

1

2lim





arctg ; 5) 
x

x
x ln

1lim
1




; 6) 










 xx
xx

x sin
sinlim

0

tg ; 

 7) xx
x

lnlim
0

; 8) xx
xee xx

x sin
2lim

0 
 


; 9) 

x
ee bxax

x sin
lim

0




; 
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 10) 30
lim

x
xx

x

arctg


; 11) 
x

x
x 3cos

sin21lim
6




; 12) x

x
x 2cos

tg1lim
4




; 

 13) x
x

x
0

lim


; 14) 211
lnlim

x
x

x 
; 15) 






 


x

xx
2

20

1lim ctg ; 

 16)   2
3

0
2coslim xx

x


; 17) 





 

 xxx ln
1

1
1lim

1
; 18)   xx

x
ctgcos1lim

0



. 

 

2.3. Возрастание и убывание функции. Экстремум 

Функция f(x) называется возрастающей (убывающей) в точке х0, ес-

ли при любом достаточно малом x > 0 выполняется условие 

)Δ()()Δ( 000 xxfxfxxf     )Δ()()Δ( 000 xxfxfxxf  . 

Функция называется возрастающей (убывающей) на интервале, 

если она возрастает (убывает) в каждой точке этого интервала. Если функ-

ция возрастает (убывает) на интервале (a, b), то для любых двух точек x1  

и x2 из этого интервала, удовлетворяющих условию x1 < x2, выполняется 

неравенство )()( 21 xfxf     )()( 21 xfxf  . 

Если 0)( 0  xf   0)( 0  xf , то функция f(x) возрастает (убывает)  

в точке x0; если 0)(  xf   0)(  xf  для всех x из интервала (a, b), то функция 

f(x) возрастает (убывает) на этом интервале. 

Значение f(x0) называется максимумом или локальным максимумом 

(минимумом или локальным минимумом) функции f(x), если при любом 

достаточно малом x выполняется условие )()( 00 xxfxf   

 )()( 00 xxfxf  , т. е., если в пределах некоторой окрестности точки x0 

значение f(x0) является наибольшим (наименьшим). При этом сама точка x0 

называется точкой максимума (минимума) функции f(x). Максимумы и 
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минимумы функции называются экстремумами или экстремальными 

значениями функции, а точки максимума и минимума – точками экс-

тремума или экстремальными точками функции. 

Необходимое условие экстремума: если функция f(x) в точке x0 имеет 

экстремум, то ее производная )(xf   в этой точке либо обращается в нуль, 

либо не существует. 

Точки из области определения функции f(x), в которых )(xf   обра-

щается в нуль или не существует, называются критическими точками 

или точками подозрительными на экстремум. Не всякая критическая 

точка является точкой экстремума. 

Достаточные условия экстремума. 

1. Если x0 – критическая точка функции f(x) и при произвольном дос-

таточно малом x > 0 выполняются неравенства 0)( 0  xxf ,  

а 0)( 0  xxf  ( 0)( 0  xxf , а 0)( 0  xxf ), то x0 – точка максимума 

(минимума); если же знаки )( 0 xxf   и )( 0 xxf   одинаковы, то в точке 

x0 у функции f(x) экстремума нет. 

Другими словами: если при переходе (слева направо) через критиче-

скую точку x0 производная меняет знак с «+» на «–» (с «–» на «+»), то х0 – 

точка максимума (минимума), если же производная знак не меняет, тогда 

в точке х0 экстремума нет. 

2. Если 0)( 0  xf , а 0)( 0  xf , то у функции f(x) в точке х0 экстремум 

есть; причем, максимум, если 0)( 0  xf , и минимум, если 0)( 0  xf . 

Функция f(x) в точке х0  [a, b] достигает наибольшего (наименьше-

го) значения на интервале [a, b], если для всех точек этого интервала вы-
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полняется условие )()( 0 xfxf    )()( 0 xfxf  . Наибольшее (наименьшее) 

значение функции обозначают так: )(max
],[

xf
bax

  ))(min(
],[

xf
bax

. 

Для нахождения наибольшего (наименьшего) значения функции на 

отрезке [a, b] нужно найти все критические точки функции, принадлежа-

щие этому интервалу, вычислить значения функции в этих точках и на 

концах интервала, после чего из найденных значений выбрать наибольшее 

(наименьшее). 

Пример 7. Найти интервалы возрастания и убывания функций: 

 1) 52
2
3

3
2

3

 xxxy ; 2) xy arctg . 

Р Е Ш Е Н И Я .  

1. Так как ),1)(2(232  xxxxy  то 0y  на интервалах  

(–, 1) и (2, ), и 0y  на интервале (1, 2), следовательно, на интервалах 

(–, 1) и (2, ) данная функция возрастает, а на интервале (1, 2) – убывает. 

2. В данном случае 0
1

1
2 




x
y  для всех х. Следовательно, функ-

ция xy arctg  возрастает на всей числовой оси. 

Пример 8. Исследовать на экстремум функции: 

 1) 
2xey  ; 2) 8123  xxy ; 3)  3 21 xy . 

Р Е Ш Е Н И Я .  

1. Функция определена на всей числовой оси. Ее производная 
2

2 xxey   тоже определена для всех х и обращается в нуль в единствен-

ной точке х = 0. Очевидно, что для x < 0 производная 0y , а для x > 0 
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производная 0y . Следовательно, согласно первому достаточному усло-

вию экстремума, в точке х = 0 функция имеет максимум 1max y . 

2. Функция определена на всей числовой оси. Находим производную 

123 2  xy  и, приравняв ее нулю, определим точки, подозрительные на 

экстремум: х1 = –2, х2 = 2. Найдем вторую производную: xy 6 . Так как 

012)2(,012)2(  yy , то, согласно второму достаточному усло-

вию экстремума, заключаем, что в точке х1 = –2 функция имеет максимум 

24max y , а в точке х2 = 2 – минимум 8min y . 

3. В данном случае функция тоже определена на всей числовой оси. 

Ее производная 3 13
2



x

y  в нуль не обращается ни при каких значениях х, 

но не существует при х = 1 (критическая точка). При x < 1 производная 

,0y  а при x > 1 0y . Следовательно, согласно первому достаточному 

условию экстремума, в точке х = 1 функция имеет минимум 0min y . 

Пример 9. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 23

3
1 xxy   на 

интервале [–3, 3]. 

Р Е Ш Е Н И Е .  

Найдем критические точки: xxy 22  , 022  xx   21 x , 02x . 

Вычислим значения функции в этих точках: 0)0(,
3
4)2(  yy . Вычис-

лим значения функции на концах интервала: 18)3(,0)3(  yy . Из полу-

ченных значений выбираем наибольшее и наименьшее. Итак, наибольшее 

значение функции на интервале [–3, 3] равно 18 (достигается на правом 

конце интервала), а наименьшее значение равно нулю (достигается на ле-

вом конце интервала и внутри интервала в точке x = 0). 
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Пример 10. При производстве x единиц продукции фирма получает при-

быль 300451200 32  xxxyn  ден. ед. от их реализации. Сколько еди-

ниц продукции необходимо производить фирме, чтобы получать максимум 

прибыли? 

Р Е Ш Е Н И Е .  

Найдем точки возможного экстремума функции прибыли: 

23901200 xxyn    03901200 2  xx   0400302  xx   

 101 x , 402 x . Точка 101 x  по смыслу задачи нам не подходит. 

Исследуем точку 402 x . Так как xyn 690   и 024090)40( ny , то  

в точке 402 x  функция yn достигает максимума. Значит, фирма будет  

продукции. Вычислим максимальную прибыль фирмы: 

5570030064000160045401200)40( ny  ден. ед. 

Пример 11. Фирма может производить не более 60 единиц продукции, ко-

торые продает по цене 3000 ден. ед. При производстве х единиц продукции 

затраты фирмы составляют 200450090 23  xxxyз ден. ед. Определить 

объем выпуска продукции при котором фирма будет получать максимум 

прибыли. 

Р Е Ш Е Н И Е .  

При производстве х единиц продукции доход фирмы будет составлять 

уд = 3000х ден. ед., затраты на их производство уз = х3 – 90х2 + 4500х +  

+ 200 ден. ед., а прибыль уп = уд = уз = 3000х – (х3 – 90х2 + 4500х + 200) =  

= –1500х + 90х2 – х3 – 200 ден. ед. Для решения задачи необходимо найти 

наибольшее значение функции прибыли уп при условии, что объем произ-

водимой продукции не может быть более 60 ед., т. е.: 600  x . 
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Найдем точки возможного экстремума функции уп: пy  = –

1500х + 180х – 3х2; пy  = 0  –1500х + 180х – 3х2 = 0  х2 – 60х + 500 = 0  

х1 = 10, х2 = 50. Вычисляем значения функции yn в точках: х = 0, х = 10, 

х = 50 и х = 60. Получаем: yn(0) = –200, yn(10) = –1500  10 + 90  100 –

 1000 – 200 = –7200, 

yn(50) = –1500  50 + 90  2500 – 125000 – 200 = 24800, 

yn(60) = –1500  60 + 90  3600 – 216000 – 200 = 17800. 

Следовательно, фирма будет получать максимум прибыли  

(24800 ден. ед.), если будет производить 50 единиц продукции. 

ЗАДАНИЯ 

2.9. Найти интервалы возрастания и убывания функций: 

 1) 243 23  xxy  ; 2) xxey  ; 3) xxy ln ; 4) 

xexy  2 ; 

 5) 
2

2 xxy  ; 6) 21
1
x

. 

2.10. Исследовать на экстремум функции: 

 1) xxy 4
3

3
 ; 2) 3

4

4
xxy  ; 3) 

x
xy 5
5
 ; 4) )1(2 xxy  ; 

 5) 
x

xy ln1
 ; 6) xxey  ; 7)  1ln 2  xy ; 8) xxy 2sin ; 

 9) xxy  3 ; 10) 
x

xy 1
2

2

 ; 11) 
42

3




x
xy ; 12) xxy  1 . 
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2.11. Найти наибольшее и наименьшее значения функций: 

1) у = х4 – 2х2 + 1 на интервале [–3, 2]; 

2) у = х3 + 6х2 + 9х на интервале [–2, 3]; 

3) у = 2х3 + 3х2 – 120х + 100 на интервале [–4, 5]. 

2.12. Земельный участок прямоугольной формы площадью 625 м2 

требуется обнести забором. Каковы должны быть размеры участка, чтобы 

затраты на сооружение забора были наименьшими? 

2.13. Определить размеры закрытой коробки объемом 1000 см3  

с квадратным основанием, на изготовление которой расходуется наимень-

шее количество материала. 

2.14. Лист картона имеет форму прямоугольника со сторонами 50 см 

и 80 см. Вырезая по углам этого прямоугольника квадраты и сгибая высту-

пающие части, получим открытую сверху коробку, высота которой равна 

стороне квадрата. Какой должна быть сторона квадрата, чтобы объем ко-

робки был наибольшим? 

2.15. Затраты фирмы при производстве x ед. продукции составляют 

100 + 570х – 16х2 + 0,1х3 ден. ед. Свою продукцию фирма продает по цене 

300 – х ден. ед. Сколько единиц продукции нужно производить фирме, 

чтобы получать максимум прибыли? Какую прибыль при этом она будет 

получать? По какой цене будет продавать продукцию? 

2.16. При производстве x ед. продукции фирма получает прибыль 

2
3
02,02  xxx  тыс. ден. ед. Производственные мощности фирмы по-

зволяют производить до 144 ед. продукции в сутки. Сколько единиц про-

дукции должна производить фирма в сутки, чтобы получать максимум 
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прибыли? Какую прибыль будет получать фирма? Сколько единиц про-

дукции должна производить фирма в сутки, чтобы получать максимум 

прибыли, если ее производственные мощности позволяют производить не 

более 81 ед. продукции? 

2.4. Выпуклость функции. Точки перегиба кривой 
Кривая y = f(x) (график функции y = f(x)) называется выпуклой вверх 

(вниз) в точке х0, если в некоторой окрестности этой точки кривая распо-
ложена ниже (выше) касательной к этой кривой в точке х0. Если 0)( 0  xy , 
 0)( 0  xy  то кривая в этой точке выпукла вверх (вниз). Если кривая вы-

пукла вверх (вниз) в каждой точке интервала (a, b), то говорят, что она вы-
пукла вверх (вниз) на этом интервале. 

Точка M(x0, f(x0)) называется точкой перегиба кривой (графика 
функции), если при переходе через эту точку кривая меняет характер вы-
пуклости. Если M(x0, f(x0)) – точка перегиба, то 0)( 0  xy  или не сущест-
вует (необходимое условие перегиба). 

Точки из области определения функции, в которых 0y  или не 
существует, называются точками подозрительными на перегиб. Если при 
переходе через точку M(x0, f(x0)), подозрительную на перегиб, y   меняет 
знак, то M(x0, f(x0)) – точка перегиба (достаточное условие перегиба). 
Пример 12. Определить интервалы выпуклости и точки перегиба графика 

функции 
2xey  . 

Р Е Ш Е Н И Е .   
Область определения функции – вся числовая ось. Находим вторую 

производную: 
2

2 xxey  , )21(2 22
xey x   . Из условия 0y  следует, 

что 1 – 2x2 = 0, т. е. 
2

1
x . Так как 0y  для 






 






  ,

2
1

2
1,x , 

то на этих интервалах график выпуклый вниз. На интервале 







2
1,

2
1  

вторая производная 0y , следовательно, на этом интервале график 

функции выпуклый вверх. При переходе через точки 
2

1
x  вторая про-

изводная меняет знак – значит точки А(
2

1 , 2
1e ), В(

2
1 , 2

1e ) являются 

точками перегиба. 
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ЗАДАНИЯ 
2.17. Определить интервалы выпуклости кривых: 

 1) 2xy  ;  2) 3xy  ; 3) xey  ;  4) xy ln ; 

 5) 
1

2




x
xy ; 6) 

1

3




x
xy .  

2.18.  Найти точки экстремума и точки перегиба: 

 1) 16
6

2
3

 xxxy ; 2) 118 24  xxy ; 3)
2xey  ; 

 4) xxey  ; 5) xxy ln ; 6) 
x
xy ln

 .  

2.5. Асимптоты 
Асимптотой кривой y = f(x) называется прямая, к которой неограни-

ченно приближается точка, движущаяся по кривой при неограниченном 
удалении ее от начала координат. Асимптоты бывают вертикальные 
(уравнение такой асимптоты x = a) и наклонные (уравнение наклонной 
асимптоты y = kx + b).  

Для того чтобы прямая x = a была вертикальной асимптотой, необ-
ходимо и достаточно, чтобы выполнялось хотя бы одно из условий: 

;)(lim;)(lim
00




xfxf
axax

 т. е. точка x = a должна быть точкой раз-

рыва второго рода функции y = f(x). 
Прямая y = kx + b будет наклонной асимптотой при х  + (х  –), 

если существуют конечные пределы kx
xf

x




)(lim  и   bkxxf
x




)(lim  

( kx
xf

x




)(lim  и   bkxxf
x




)(lim ). Если область определения функции 

y = f(x) конечный интервал, то наклонных асимптот нет. 

Пример 13. Найти асимптоты кривой 
12

3




x
xy .  

Р Е Ш Е Н И Е .  
Функция определена на всей числовой оси, за исключением точек 

х = 1. Прямые х = 1 являются вертикальными асимптотами, так как 
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
 1

lim 2

3

1 x
x

x
. Ищем наклонные асимптоты: 




 )1(
lim 2

3

xx
xk

x
 

111

1lim
1

lim
2

2

2


















x
x

x
xx

. 

01
1

1lim
1

lim
1

lim
1

lim 22

33

2

2









































xxx
x

x
xxxx

x
xb

xxxx
. 

Следовательно, прямая у = x является наклонной асимптотой как при 
х  +, так и при х  –. Таким образом, асимптотами будут прямые: 
х = 1 и у = x. 

Пример 14. Найти асимптоты кривой  xxey  .  

Р Е Ш Е Н И Е .  
Областью определения функции является вся числовая ось. Так как  

у функции нет точек разрыва, то вертикальных асимптот нет. Ищем на-
клонные асимптоты:  

1. 011limlimlim 
















 xx
x

x

x

x e
ex

xek ; 

  01limlimlim0lim 
















 xxxx
x

x
x

x ee
xxexxeb . Значит, 

при х  + наклонная асимптота есть и ее уравнение у = 0 (ось 0х). 

2.  







x
x

x

x
ex

xek limlim . Следовательно, при х  – наклон-

ной асимптоты нет. 

ЗАДАНИЯ 
2.19. Найти асимптоты кривых: 

 1) 12  xxy ;  2) 323  xxy ; 3) 
x

xy 22 
 ; 4) 

2

2




x
xy ; 

 5) 
12

3




x
xy ; 6) 

2
1

2

2





x
xy ; 7) 

4
1

2

2





x
xy ; 8) 

9
12

2

3





x

xxy ; 

 9) xexy )1(  ; 10) 
2xxey  . 
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2.6. Построение графиков функций 
Для построения графика функции вначале необходимо исследовать 

эту функцию. Исследование удобно проводить в следующем порядке: 
1. Найти область определения функции. 
2. Проверить, обладает ли график функции симметрией: 
а) если функция четная (f(–x) = f(x)), то график симметричен относи-

тельно оси 0у; 
б) если функция нечетная (f(–x) = –f(x)), то график симметричен от-

носительно начала координат; 
в) если функция периодическая (f(x + T) = f(x)), то достаточно по-

строить ее график на одном периоде. 
3. Проверить наличие асимптот (вертикальных и наклонных). 
4. Найти (если они существуют) точки пересечения графика функции 

с осями координат. Для этого нужно решить уравнение f(x) = 0 (найдем 
точки пересечения графика с осью 0х) и вычислить f(0) (найдем точку пе-
ресечения графика с осью 0у). 

5. Найти первую и вторую производные и определить точки, подоз-
рительные на экстремум, и точки, подозрительные на перегиб (точки из 
области определения функции, в которых эти производные обращаются в нуль 
или не существуют). 

6. Разбить область определения функции на интервалы, концами 
которых являются точки разрыва функций f(x), )(xf  , )(xf   и точки, 
в которых они обращаются в нуль. На каждом из таких интервалов эти 
функции сохраняют знак. 

7. Для области определения функции (с учетом разбиения ее на ин-
тервалы) построить следующую таблицу (см. табл. 1). 

Таблица 1 

х (–,  x1) x1 (x1, x2) x2 ….. xn-1 (xn-1, xn) xn (xn, +) 
f(x)          

)(xf            
)(xf            

В столбцах xi этой таблицы записывают значения функции f(xi), а так же 
те значения  ixf   и  ixf  ,  которые равны нулю. В столбцах (xi, xi+1) от-
мечают знаки f(x), )(xf  , )(xf  . По заполненной таблице легко увидеть 
точки экстремума и точки перегиба. 

8. Построить систему координат, асимптоты и «замечательные» 
точки (точки пересечения графика функции с осями координат, точки экс-
тремума и точки перегиба). 
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9. Построить эскиз графика. 

Пример 15. Построить график функции 
2
32





x
xy .  

Р Е Ш Е Н И Е .  
1. Функция определена на всей числовой оси, за исключением точки 

x = 2. 

2. График симметрией не обладает, так как  
  





2
3)(

2

x
xxf  











)(

)(
2
32

xf
xf

x
x .  

3. Прямая х = 2 является вертикальной асимптотой, так как 












 0
1

2
3lim

2

2 x
x

x
. 

Проверяем наличие наклонной асимптоты: 

;121

31
lim

2
3lim)2(

3lim
2

2

22























x

x
xx

x
xx

xk
xxx

 

















 2
23lim12

3lim
222

x
xxxxx

xb
xx













 2
32lim x

x
x

21
2lim 

x
. 

Наклонная асимптота есть. Ее уравнение у = х + 2. 
4. Ищем точки пересечения графика 

с осью 0х: 0
2
32





x
x   32 x   3x ;  

с осью 0у: 5,1
2
3)0( f . График функции пересекает ось 0х в точках 

)0;3(  и )0;3( , а ось 0у – в точке )5,1;0( . 

5. Находим y  и y  :  
   







 2

22

2

2

2
342

2
3)2(2

x
xxx

x
xxxy  

 2
2

2
34




x
xx ; 
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   
 

   
 










 3

2

4

22

2
342)2(42

2
)2(234)2(42

x
xxxx

x
xxxxxy  

   33

22

2
2

2
6828442







xx
xxxxx . 

Находим точки, подозрительные на экстремум: 0y   

 
0

2
34

2

2






x
xx   х2 = 4х + 3 = 0  х1 = 1, х2 = 3. 

Точек перегиба нет, так как 
 

0
2

2
3 


x

y , а точка х = 2 не принадле-

жит области определения функции. 
6. Разобьем область определения функции на интервалы (конца-

ми интервалов являются «замечательные» точки). 
 

 
 
 

7. Построим таблицу 2 (см. табл. 1). 

Таблица 2 

х (– ,  3 ) 3  ( 3 ,  1) 1 (1, 3 ) 3  ( 3 ,  2) 2 (2, 3) 3 (3, ) 
f(x) – 0 + 2 + 0 – не 

сущ.  + 6 + 
)(xf   +  + 0 –  – не 

сущ.  – 0 + 
)(xf     –  –  – не 

сущ.  +  + 

Из таблицы видно, что x = 1 – точка максимума (при переходе через 
эту точку )(xf   меняет знак с «+» на «–»), x = 3 – точка минимума ( )(xf   
меняет знак с «–» на «+»). 

8. Строим систему координат, асимптоты (x = 2 и y = x + 2), замеча-
тельные точки (( 3 , 0), (0, 3 ), (1, 2), (3, 6)) и рисуем эскиз графика 
(см. рис. 1). 
 

3 3  3  2 1 
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ЗАДАНИЯ 
2.20. Исследовать функции и построить их графики: 

 1) 23 6xxy  ; 2) 3
13
xx

y  ; 3) 
1

2




x
xy ; 4) 

42

2




x
xy ; 

 5) 
1

3




x
xy ; 6) 

12

3




x
xy ; 7) xxey  ; 8) xexy )1(  ; 

 9) 
x
xy ln

 ; 10) xxy ln . 

 
3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ  

НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
3.1. Функции нескольких переменных 

Если каждой паре (х, у) значений двух независимых друг от друга 
переменных величин х и у из некоторой области их изменения D  R2 по 
определенному правилу ставится в соответствие одно и только одно значе-
ние переменной величины z, то говорят, что в области D задана функция z 

1,5 

6 

2 x 

y 

3 

Рис. 1. 

1 
1,5 

0 3  
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двух независимых переменных x и y. Эту функцию символически обозначают 
следующим образом: z = f(x, y), z = z(x, y) и т. п. Переменные x и y называ-
ются аргументами, а область D – областью определения функции z.  

Так как каждой упорядоченной паре чисел (x, y) соответствует един-
ственная точка M плоскости x0y и, наоборот, каждой точке M плоскости 
x0y соответствует единственная пара упорядоченных чисел, то функцию 
двух переменных можно рассматривать как функцию точки M(x, y) и вме-
сто z = f(x, y) писать z = f(M). 

Область D определения функции z = f(x, y) (z = f(M)) в простейших слу-
чаях представляет собой часть плоскости x0y, ограниченную некоторой 
кривой (при этом точки этой кривой могут принадлежать или не принад-
лежать области определения) или всю плоскость x0y. Линию, ограничи-
вающую область D, называют границей области определения, а точки 
этой линии – граничными точками. Точки области D, не являющиеся 
граничными, называют внутренними точками области D. Область, со-
стоящую из одних внутренних точек, называют открытой; если все точки 
границы принадлежат области, то область называется замкнутой. 
Пример 1. Найти области определения функций: 

1) 2225 yxz  ; 2)  2225ln yxz  ; 3) 
2225 yxez  . 

Р Е Ш Е Н И Я .  
1. Так как для нахождения значений функции необходимо извлекать 

квадратичный корень (а это возможно только в том случае, когда подко-
ренное выражение не отрицательно), то областью определения функции 
будет множество точек M(x, y) плоскости x0y, координаты которых удов-
летворяют условию: 025 22  yx , или, что то же самое, 2522  yx . 
Следовательно, областью определения функции будет круг с центром в на-
чале координат и радиусом, равным 5. Область будет замкнутой, так как ее 
граница (окружность 2522  yx ) принадлежит области определения. 

2. Принимая во внимание, что логарифм определен только для по-
ложительных величин, то области определения будут принадлежать только 
те точки M(x, y) плоскости x0y, координаты которых удовлетворяют усло-
вию: 025 22  yx , т. е. 2522  yx . Следовательно, областью опреде-
ления функции будут точки, находящиеся внутри окружности 

2522  yx . Область определения является открытой областью, так как ее 
граница (окружность 2522  yx ) не принадлежит области определения. 
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3. Областью определения этой функции будет вся координатная 
плоскость x0y, так как показательная функция определена для любых ве-
щественных значений аргумента. 

Графиком функции ),( yxfz   в прямоугольной системе координат 
xyz0  является некоторая поверхность (геометрическое место точек про-

странства, координаты которых удовлетворяют уравнению ),( yxfz  ). 
Линией уровня функции ),( yxfz   называется множество точек 

M(x, y) плоскости x0y, в которых функция принимает одно и то же значе-
ние C, т. е. тех точек M(x, y), для которых Cyxf ),( . При различных зна-
чениях C получаются различные линии уровня. 

Пример 2. Найти линии уровня функции 22 yxz  . 
Р Е Ш Е Н И Е .  Линии уровня данной функции определяются условием 

Cyx  22  (С > 0). Придавая C различные значения, получим концентри-
ческие окружности радиуса C  с центром в начале координат (графиком 
функции является круговой конус, ось которого совпадает с осью 0z). 

Понятие функции двух переменных легко обобщается на случай 
функции любого конечного числа переменных. 

Если каждой упорядоченной совокупности значений независимых 
переменных (x1, x2, …, xn) из некоторой области их изменения D  Rn по 
определенному правилу ставится в соответствие одно и только одно значе-
ние переменной величины u, то говорят, что в области D задана функция n 
переменных x1, x2, …, xn и используют символическую запись 
u = f(x1, x2, …, xn) или u = f(M). 

Областью определения функции трех переменных  zyxfu ,,  яв-
ляется некоторое множество точек пространства xyz0 . Область определения 
функции четырех и большего числа переменных не допускает простого 
геометрического истолкования. 

Пример 3. Найти область определения функции 2221
1

zyx
u


 . 

Р Е Ш Е Н И Е .  Функция определена во всем пространстве R3, за ис-
ключением точек  zyxM ,, , координаты которых удовлетворяют усло-
вию: 01 222  zyx , т. е. областью определения функции будет все 
трехмерное пространство, за исключением точек, лежащих на единичной 
сфере с центром в начале координат. 

В экономике часто используются так называемые многофакторные 
производственные функции  nxxxfXfu ...,,,)( 21 , выражающие за-
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висимость объема или стоимости u выпускаемой продукции от объема 
 nxxxX ...,,, 21  потребляемых ресурсов.  

Наиболее используемой является двухфакторная производственная 
функция Кобба–Дугласа:  yAxz , где A,  и  некоторые неотрицатель-
ные числа (чаще всего 1  ), x – объем фондов, y – объем трудовых 
ресурсов. 

ЗАДАНИЯ 
3.1.  Найти области определения функций: 

 1) 122  yxz ; 2)   1221


 yxz ; 3) )ln( yxz  ; 

 4) yxz  ; 5) 
yx
yxz




 ; 6) 22

22

yx
yxy




 ; 

 7) 2229 zyxu  ; 8)  4ln 222  zyxu ; 9) 
z
xyu  ; 

 10) 
12

22





x

zyu .  

3.2. Найти линии уровня функций: 

 1) yxz 32  ; 2) 2yxz  ;  3) yxz  2 ; 4) 
y
xz  ;  5) 

y
xz  .  

3.2. Производные и дифференциалы функций нескольких переменных 
Полным приращением z  функции  yxfz ,  в точке  yxM ,  на-

зывается разность zyxfyyxxf   ),(),( , где x  и y  произволь-
ные приращения аргументов. Если приращения даются лишь одному аргу-
менту x или y, то такие приращения ),(),( yxfyxxfzx     
и ),(),( yxfyyxfzy    называются частными приращениями 
функции  yxfz ,  по x и по y соответственно. 

Функция  yxfz ,  называется непрерывной в точке  yxM , , если 
ее полное приращение z  стремится к нулю, когда приращения аргумен-
тов x  и y  стремятся к нулю, т. е., если 

  0),(),(limlim
0
0

0
0








yxfyyxxfz
y
x

y
x








. 

Функция, непрерывная в каждой точке некоторой области, называет-
ся непрерывной в этой области. 
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Для функций большего числа переменных понятия полного прира-
щения, частных приращений, непрерывности функции определяются ана-
логично. Так, полным приращением функции  zyxfu ,,  в точке 

 zyxM ,,  будет ),,(),,( zyxfzzyyxxfu   .  
Частной производной функции  yxfz ,  по независимой пере-

менной x называется предел 
x

yxfyxxf
x
z

x
x

x 







),(),(limlim
00





 вычис-

ленный при фиксированном (постоянном) y. Частную производную по x 

обозначают одним из следующих символов: 
x
z

 ; 

x
f

 ; xz ; ).,( yxf x   

Частная производная по y обозначается 
y
z

 ; 

y
f

 ; yz ; ),( yxf y   

и определяется аналогично: 
y

yxfyyxf
y
z

y
z

y

y

y 







),(),(limlim
00








. 

Аналогично вводятся понятия и обозначения частных производных 
функций большего числа переменных. Так, в случае функции трех пере-

менных  zyxfu ,, : 
x
u

x
u x

x 






 0
lim ;  

y
u

y
u y

y 







 0
lim ;  

z
u

z
u z

z 






 0
lim . 

Из определения частных производных следует, что частная произ-
водная функции по любой переменной есть обыкновенная производная 
функции по этой переменной, вычисленная в предположении, что осталь-
ные переменные фиксированные (т. е. постоянные). Поэтому, частные 
производные вычисляются по формулам и правилам вычисления произ-
водных функций одной переменной. 
Пример 4. Найти частные производные функций: 

 1) ;76523 22  yxyxyxz  2) 
32 zyxeu  ; 

 3) vzyxvzzyyxu 232 3cossin  tg . 

Р Е Ш Е Н И Я .   

1. Считая y постоянной, получаем: 532 

 yx
x
z ; считая x посто-

янной, получаем: 643 

 yx
y
z . 



 73 

2. Считая y и z постоянными, находим: 
3232

1 zyxzyx ee
x
u  

 ; 

считая x и z постоянными, находим: 
3232

22 zyxzyx yeye
y
u  

 ;  

считая x и y постоянными, находим:   322232
33 zyxzyx ezze

z
u  

 . 

3. vzyxyx
u 6sin 

 ;  vzxzyyx

y
u 23cos2cos 

 ;    

vyxvzzy
z
u 222 33sin 

 tg ;     

v
yzx

v
z

v
u

2
3

cos

2

2

3



 . 

Функция z = f(x, y) называется дифференцируемой в точке M(x, y), 
если в этой точке ее полное приращение можно представить в виде 

),(),( yxyyxxyBxAz   , где A и B некоторые не 
зависящие от x и y числа, ),( yx   и ),( yx   – бесконечно малые 
при x  0 и y  0 функции. Если функция z = f(x, y) дифференцируема в 

точке M(x, y), то 
x
zA



 , 
y
zB



 . 

Приращения аргументов называют также дифференциалами аргу-
ментов и обозначают: dx и dy (dx = x, dy = y). Полным дифференциа-
лом dz дифференцируемой функции z = f(x, y) называется главная часть 
полного приращения z, линейная относительно dx = x и dy = y: 

dy
y
zdx

x
zdz








 . 

Аналогично определяется полный дифференциал дифференцируе-
мой функции любого (конечного) числа переменных. Так, если 

 zyxfu ,, , то dz
z
fdy

y
fdx

x
fdu












 . При достаточно малых прира-

щениях (дифференциалах) аргументов дифференцируемой функции спра-
ведливо приближенное равенство: duu  . 
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Пример 5. Найти полный дифференциал функции 2cossin zzyxxu  . 

Р Е Ш Е Н И Е .  Так как xxx
x
u cossin 

 ; z

y
u cos

 ; 

zzy
z
u 2sin 

 , то    dzzyzzdydxxxxdu sin2coscossin  . 

Градиентом функции u = f(M) в точке M называется вектор, коор-
динатами которого являются частные производные функции в этой точке. 

Если u = f(M) = f(x, y, z), то 
















 )(),(),()( M
z
uM

y
uM

x
uMugrad . Градиент 

указывает направление наибыстрейшего роста функции в данной точке. 

Пример 6. Найти градиент функции 222 zyxu   в точке M0(1, –2, 2) 
и его величину (длину). 

Р Е Ш Е Н И Е .  Найдем частные производные x
x
u 2

 ; y

y
u 2

 ; 

z
z
u 2

  и вычислим их значения в точке M0: 2)( 0 


 M

x
u ; 4)( 0 


 M

y
u ; 

4)( 0 

 M
z
u . Следовательно, )4,4,2()( 0 Mugrad , а )( 0Mugrad  

6364)4(2 222  . 

Производной функции u = f(M) в точке M0 в направлении вектора l  
(производной по направлению) называется предел 




 MM
MfMf

MM 0

0 )()(lim
0

)( 0M
l
f

 , вычисленный в предположении, что точ-

ка M неограниченно приближается к точке M0 по прямой, проходящей че-
рез точку M0 с направляющим вектором  nllll ...,,, 21 , где М0М – ориен-
тированная длина отрезка М0М. Если функция  nxxxfXfu ...,,,)( 21  
дифференцируема в точке M0, то производная по направлению вычисляет-
ся по формуле:  

n
n

M
x
uM

x
uM

x
uM

l
u  cos)(...cos)(cos)()( 020

2
10

1
0 













 , 

где ,cos
l
li

i   ni ,1  – направляющие косинусы вектора l , а l  – длина 

вектора l . 
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В случае функции двух переменных u = f(M) = f(x, y) формула имеет 
вид: 

 sin)(cos)(cos)(cos)()( 00000 My
uMx

uMy
uMx

uMl
u














   

( и  – углы, образованные вектором l  с осями 0x, 0y соответственно, 

 
2

). 

Если u = f(M) = f(x, y, z), то: 

 cos)(cos)(cos)()( 0000 M
z
uM

y
uM

x
uM

l
u














  

(, ,  – углы, образованные вектором l  с осями 0x, 0y и 0z). Если l  – еди-
ничный вектор, а  – угол между градиентом функции u = f(M) и вектором 

l , то:   cos)(),()( 000 

 MugradlMugradM

l
u . 

Производная )( 0M
l
u

  в направлении градиента имеет наибольшее 

значение: )()(max 00 MugradM
l
u

l



 . 

Пример 7. Найти производную функции 14222  yxyxz  в точке 

M0(1, –1): 1) в направлении вектора l , составляющего угол 
6


   с поло-

жительным направлением оси 0x;  2) в направлении вектора )4,3(l . 

Р Е Ш Е Н И Е .  

Найдем частные производные 42;22 





 y

y
zx

x
z  и вычислим 

их значения в точке M0: 64)1(2)(,4212)( 00 





 M

y
zM

x
z . 

1. Так как 2
3

6coscos   , 2
1

6sinsincos   , то: 

4,0332
2
16

2
34)( 0 


 M

l
z ; 

2. Так как длина вектора l  равна 543 22 l , то: 

5
4cos,5

3cos    и 4,2
5

12
5

2412
5
46

5
34)( 0 





 M

l
z . 
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Пример 8. Найти производную функции xyzeu   в точке M0(0, 2, –1) 
в направлении вектора MM 0 , если M(–2, 1, 1). 

Р Е Ш Е Н И Е .  Находим частные производные: xyzyze
x
u



 , 

xyzxze
y
u



 , xyzxye

z
u



  и вычисляем их значения в точке M0: 

020)(,0)1(0)(,2)1(2)( 0
0

0
0

0
0 










 eM

z
ueM

y
ueM

x
u . 

Находим направляющие косинусы вектора MM 0 : 

)2,1,2(0 MM   392)1()2( 222
0 MM   

3
2cos  , 

3
1cos  , 

3
2cos   Следовательно, 


 )( 0M

l
u
















3
10

3
22  


3
20 .

3
4  

Пример 9. Найти производную функции 
yx

xyu


  в точке M0(1, –2) в на-

правлении градиента. 

Р Е Ш Е Н И Е .  Так как 
   2

2

2
)(

yx
y

yx
xyyxy

x
u










 , 

 










2
)(
yx

xyyxx
y
u

 2
2

yx
x


; ,1
)21(

1)(,4
)21(

)2()( 2

2

02

2

0 












 M

y
uM

x
u  

то )1,4()( 0 Mugrad  и 1714)()( 22
00 


 MugradM

l
u . 

Частными производными второго порядка функции нескольких 
переменных называются частные производные от ее частных производных 

первого порядка. Так, для функции z = f(x, y): ),(2

2
yxf

x
z

x
z

x xx














 ; 

),(
2

yxf
xy
z

x
z

y xy















 ; ),(

2
yxf

yx
z

y
z

x yx
















 ; ),(2

2
yxf

y
z

y
z

y yy















 . 

Аналогично обозначаются частные производные второго порядка  
и в случае функции трех и большего числа переменных.  

«Смешанными» производными называются производные, отли-
чающиеся друг от друга лишь последовательностью дифференцирования; 
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например, 
yx
z


2

 и 
xy
z


2

. Если смешанные производные непрерывны, то 

они равны между собой. Так, если  zyxfu ,, , то 
xy
u

yx
u







 22
; 

xz
u

zx
u







 22
; 

yz
u

zy
u







 22
, если эти производные непрерывные. 

Пример 10. Найти частные производные второго порядка:  
1) xyz ln ; 2) zyzyxu  22 . 

Р Е Ш Е Н И Я .  

1. 
x
y

x
z



 ; ;lnx

y
z



  ;

22

2

x
y

x
z

xx
z
















  ;12

xx
z

yxy
z

















  

;12

xy
z

xyx
z


















  .02

2



















y
z

yy
z  

2. xy
x
u 2

 ; 22 zx

y
u



 ; 12 


 yz

z
u ; ;22

2

y
x
u



  ;2

22

x
xy

u
yx

u








  

;0
22










xz
u

zx
u  ;02

2




y
u  ;2

22

z
yz

u
zy

u








  .22

2

y
z
u



  

ЗАДАНИЯ 
3.3.  Найти частные производные функций: 

 1) 1652  xyxyxz ; 2) xxyyxxz 33 2  ; 

 3) 
yx

yxz
22 


 ;  4) 

yx
yxz




 2

32

; 5) yxez
2

 ; 6)  2sin yxz  ; 

 7)    yxyxz 32cos  ; 8)    yxyxz 3cos2sin 22  ; 

 9) 222 xyzzyyxxu  ; 10) yzyzxyxu  322 532 ; 

 11) 
z
y

y
xu  ; 12) 

zy
yxu




 ; 13)  32ln zyxu  ; 14) 
2zxyeu  . 

3.4.  Найти полные дифференциалы функций: 

 1) )cos( 2 yxu  ; 2) )2( 2yxtgu  ;  3) )ln( 2 xexyxu  ; 
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 4) 
32 yxeu  ; 5) 

zy
xu



2

;  6) 22

32

zx
yxu




 .  

3.5. Найти градиент функции )(Mfu   в точке M0: 
1) 32 yxu  , )1,2(0 M ; 2) )ln( 22 yxu  , )3,1(0M ; 

3) 222 zyxu  , )2,2,1(0 M ; 4) 22 yzxyu  , )2,1,1(0 M ; 

5) xyzeu  , )2,1,0(0M ; 6) 2

2

zy
yxu




 ,  )1,2,1(0 M . 

3.6. Найти производную функции )(Mfu   в точке M0 в направле-
нии вектора l : 

1) )ln( 22 yxu  , )2,1(0 M , )4,3(l ; 

2) 622  yxu , )3,2(0 M , 







5
3,

5
4l ; 

3) zyxeu 32  , )1,1,1(0M , )2,2,1( l ; 

4)  zyxu 23ln  , )4,2,2(0 M , )4,4,2( l ; 

5) yzzxxyu  23 2 ; )1,0,2(0 M , MMl 0 , )2,2,0( M ;  

6) zx yexeu  ; )0,0,1(0M , MMl 0 , )0,3,5( M . 

3.7. Найти производную функции )(Mfu   в точке M0 в направле-
нии градиента: 

1) 232 22  yxyxu ,  )1,0(0M ; 

2) yyxxyu 722  ,  )2,3(0 M ; 

3) 3222  zyzxzyxyu ,  )1,1,1(0M ; 

4) 53  zyxzyzxyxyzu ,  )1,2,1(0 M . 

3.8. Найти частные производные второго порядка: 
 1) yxz 2 ; 2)  yxxyz  cos ; 3) 1223 32  yxyxyxu ;  

 4) 53222  yxxyyxxyu ; 5)    22 cossin yxyxu  ;  

 6)     yyxxyxu cos2sin3 22  ; 7) zyxeu 32  ; 
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 8)  zyxu 235ln  . 

3.3. Экстремумы функций нескольких переменных 

Точка  00
2

0
10 ...,,, nxxxM  является точкой локального максимума 

(минимума) функции u = f(M) = f(x1, x2, …, xn), если в некоторой окрестно-
сти этой  точки значение функции f(M0) больше (меньше), чем ее значение 
в любой другой точке этой окрестности. 

Точки локальных максимумов и минимумов называются точками 
локального экстремума функции, а значения функции в этих точках – 
экстремальными значениями. 

Необходимое условие экстремума. Если M0 является точкой экс-
тремума дифференцируемой функции u = f(M) = f(x1, x2, …, xn), то в этой 
точке все ее частные производные первого порядка равны нулю, т. е. 

0)( 0
1



 M
x
f , 0)( 0

2



 M
x
f , …, 0)( 0 


 M
x
f

n
. Точки, в которых частные 

производные равны нулю, называются стационарными точками или 
точками, подозрительными на экстремум. Не всякая стационарная точка 
является точкой экстремума. 
Пример 11. Найти стационарные точки функций: 

1) 123432  yxyxz ; 2) 71262 22  yxxzyxu . 

Р Е Ш Е Н И Я .  

1. Так как 42 

 x
x
z  и 33 2 


 y
y
z , то стационарные точки нахо-

дятся из условия: 








033

042
2y

x
  








1
2

y
x

. Следовательно, стационарными 

точками функции 123432  yxyxz  будут точки М1(–2, 1) и М2(–2, –1). 

2. Так как 62 

 zx
x
u , 124 


 y

y
u , x

z
u



 , то стационарные 

точки находятся из условия 












0
0124
062

x
y

zx
  














6
3

0

z
y
x

. Следовательно,  

у функции 71262 22  yxxzyxu  одна стационарная точка  
М0(0, –3, –6). 

Достаточные условия экстремума функции двух переменных. 
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Пусть М0(х0, у0) – стационарная точка функции z = f(x, y). Значения 
частных производных второго порядка этой функции в точке M0 обозна-

чают буквами A, B, C: AM
x

f



 )( 02

2
, BM

yx
f




 )( 0

2
, CM

y
f



 )( 02

2
, а вы-

ражение AC – B2 обозначают через  и называют дискриминантом: 
 = AC – B2. 

Если в точке M0 дискриминант положительный ( > 0), то M0 – точка 
экстремума функции f(x, y), причем: 1) если A > 0, то 0M  – точка локаль-
ного минимума; 2) если A < 0, то M0 – точка локального максимума. 

Если в точке M0 дискриминант отрицательный ( < 0), то в этой точ-
ке экстремума нет. 

Если  = 0, то необходимы дальнейшие исследования (сомнитель-
ный случай). 

Пример 12. Исследовать на экстремум функцию 2312333  yxyxz . 

Р Е Ш Е Н И Е .  Находим частные производные: 33 2 

 x
x
z , 

123 2 

 y
y
z  и приравниваем их нулю:  





























2
1

04

01

0123

033
2

2

2

2

y
x

y
x

y
x

. 

Значит, у функции четыре стационарные точки: M1(1, 2), M2(1, –2), 
M3(–1, 2) и M4(–1, –2). 

Находим частные производные второго порядка: x
x
z

62

2





, 0

2





yx
z , 

y
y
z 62

2




  и исследуем каждую из стационарных точек:  

1. M1(1, 2): 616)( 12

2





 M
x

zA , 0)( 1

2





 M
yx
zB , 

1226)( 12

2





 M

y
zC ;   0720)12(6 2

1  M . Следовательно, в точке 

M1 у функции экстремума нет. 
 

2. M2(1, –2): A = 6  1 = 6, B = 0, C = –6  (–2) = 12; (M2) = 6  12 – 
– 02 = 72 > 0. Следовательно, в точке 2M  экстремум есть. Так как 
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A = 6 > 0, то 2M  – точка локального минимума: z(M2) = 13 – (–2)3 – 3  1 + 
+ 12  (–2) – 23 = –41. 

3. M3(–1, 2): A = 6  (–1) = –6, B = 0, C = –6  2 = –12; (M3) = (–6)  (–12) – 
– 02 = 72 > 0. Следовательно, в точке M3 экстремум тоже есть. Так как  
A = –6 < 0, то M3 – точка локального максимума: z(M3) = (–1)3 – 23 – 3  (–1) + 
 + 12  2 – 23 = –5. 

4. M4(–1, –2): A = 6  (–1) = –6, B = 0, C = –6  (–2) = 12;  
(M4) = –6  12 – 02 = –72 < 0. Следовательно, в точке M4 экстремума нет. 

Условным экстремумом функции z = f(M) = f(x, y) называется экс-
тремум этой функции при условии, что ее аргументы x и y не являются не-
зависимыми, а связаны некоторым условием 0),( yx , которое называет-
ся уравнением связи. 

Отыскание условного экстремума может быть сведено к исследова-
нию на экстремум функции Лагранжа   ),(,),,( yxyxfyxL   , где  
 – неопределенный постоянный множитель (множитель Лагранжа). 

Необходимые условия условного экстремума следующие: 











































0),(

0

0

yxL
yy

f
y
L

xx
f

x
L









. 

Из этой системы уравнений находятся значения x и y (которые явля-
ются координатами точек возможного условного экстремума) и  (которое 
играет вспомогательную роль). 
Пример 13. Найти экстремумы функций: 

1. 14223 22  yxyxyxz , при условии, что 282  yx ; 
2) xyz  , при условии, что 2423  yx . 
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Р Е Ш Е Н И Я .  
1. Запишем функцию Лагранжа: 

)282(14223),,( 22  yxyxyxyxyxL   и найдем точку, 
возможного условного экстремума: 




































































10
16

4

0282
02

045

0282
02

0226

0282

02422

0226












y
x

yx
yx
yx

yx
yx

yx

yxL

yx
y
L

yx
x
L

. 

Следовательно, М0(–4, 16) – точка возможного условного экстремума. 
Проверим, является ли эта точка точкой экстремума функции Лагранжа 

)282(1014223)10,,( 22  yxyxyxyxyxL . Так как 062

2






x
L , 

22

2





y
L , 2

2





yx
L

, 08226 2  , то в точке М0(–4, 16) у функции Ла-

гранжа минимум. Следовательно, точка М0(–4, 16) является точкой услов-
ного минимума функции 14223 22  yxyxyxz  при условии, что 
х + 2у = 28. 

2. Запишем функцию Лагранжа )2423(),,(  yxxyyxL   
и найдем точку возможного условного экстремума: 






















































2
4
6

24)3(2)2(3
2
3

02423

02

03











x
y

x
y

yxL

x
y
L

y
x
L

. 

Следовательно, М0(4, 6) – точка возможного условного экстремума. 
У функции Лагранжа )2423(2)2,,(  yxxyyxL  в точке М0(4, 6) экс-

тремума нет: 02

2





x
L , 02

2





y
L , 1

2





yx
L ,  = 0  0 – 1 = –1 < 0. Однако 

это еще не означает, что в точке M0 у функции z = xy, при условии, что 
3x + 2y = 24 нет условного экстремума. Продолжим исследования. Возьмем 
точку M(4 + x, 6 + y) – соседнюю к точке M0(4, 6). Так как координаты 
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этой точки должны удовлетворять условию 3x + 2y = 24, то 3(4 + x) + 

+ 2(6 + y) = 24  3x + 2y = 0  xy 
2
3

  (x – любое). Следовательно, 

соседней точкой, удовлетворяющей уравнению связи 3x + 2y = 24, будет 

точка )
2
36,4( xxM   . Вычислим значение функции z = xy в этой точке: 

z(4 + x, 6 – 2
3 x) = (4 + x)(6 – 2

3 x) = 24 + 6x – 6x – 2
3 (x)2 = 24 –

– 2
3 (x)2 и в точке M0(4, 6): z(4, 6) = 4  6 = 24. Так как z = z(M) –

z(M0) = z(4 + x, 6 – 2
3 x) – z(4, 6) = 24 – 2

3 (x)2 – 24 = – 2
3 (x)2 < 0  при 

любых x, то это означает, что в точке M0(4, 6) функция z = xy при условии 
3x + 2y = 24 достигает наибольшего значения. Следовательно, M0(4, 6) – 
точка условного максимума. 

Чтобы найти наибольшее или наименьшее значение функции (гло-
бальный экстремум) в замкнутой области, нужно: 

1) найти стационарные точки функции внутри заданной области 
(точки подозрительные на локальный экстремум) и вычислить значения 
функции в этих точках; 

2) найти точки возможного условного экстремума (на границе об-
ласти) и вычислить значения функции в этих точках; 

3) из этих значений функции выбрать наибольшее (глобальный мак-
симум) или наименьшее (глобальный минимум). 
Пример 14. Найти наименьшее и наибольшее значение функции 

22 yxz   в круге 16)1( 22  yx . 

Р Е Ш Е Н И Я .  Найдем стационарные точки функции: 

)0,0(
0
0

02

02

0M
y
x

y
y
z

x
x
z




























 – стационарная точка. Очевидно, что 

эта точка принадлежит заданному кругу и в этой точке функция достигает 
своего наименьшего значения 0min

16)1( 22 


yx
Z  (во всех остальных точках Z > 0). 

Найдем точки возможного условного экстремума функции (при ус-
ловии, что x и y связаны соотношением 16)1( 22  yx ). Составим 
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функцию Лагранжа ]16)1([),,( 2222  yxyxyxL   и решим сис-
тему уравнений:  
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
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. 

Эта система имеет два решения: 01 x , 51 y , 
4
5

1   и 02 x ,  

32 y , 
4
3

2  . Следовательно, точками возможного условного экстре-

мума будут точки )5,0(1M  и )3,0(2 M . Вычисляем значения функции 
в этих точках: 25)( 1 Mz ; 9)( 2 Mz . Значит, наибольшее значение функ-
ции в заданном круге 25)(max 1

16)1( 22



MzZ

yx
. 

Пример 15. Фирма производит два вида продукции. При производстве x ед. 
продукции первого вида и y ед. продукции второго вида фирма получает 
прибыль 1005255020 22  yxxyyxz  ден. ед. Каким должен быть 
оптимальный план выпуска продукции (план, при выполнении которого 
фирма будет получать максимум прибыли), если: 

1) фирма в состоянии произвести необходимое количество продукции; 
2) фирме установлена квота: суммарный объем выпуска продукции 

должен составлять 66 ед., т. е. 66 yx ; 
3) производственные мощности фирмы позволяют выпускать про-

дукцию суммарным объемом: а) не более 82 ед. ( 82 yx ),  б) не более 34 ед. 
( 34 yx ). 

Р Е Ш Е Н И Е .  
1. В данном случае речь идет об отыскании экстремума функции  

1005255020 22  yxxyyxz . Ищем стационарные точки:  

)20,30(
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
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ем наличие экстремума в точке M0: 42

2




x
z , 102

2




y
z , 5

2





yx
z , 

01525405)10()4( 2  . Экстремум есть, причем, так как 

02

2




x
z , то в точке M0 у функции максимум. 

Следовательно, фирма будет получать максимум прибыли, если бу-
дет производить 30 ед. продукции первого вида и 20 ед. – второго: 

 30001000600100)20(5)30(22030520503020max 22z
7003900460010020001800  ден. ед. 

2. В этом случае нужно решать задачу на условный экстремум: 








066
1005255020 22

yx
yxxyyxz . 

Составляем функцию Лагранжа:  2255020),,( xxyyxyxL   
 25y )66(100  yx и ищем точки возможного условного экстремума:  






















































10
26
40

066
050105
02054

066

010550

04520











y
x

yx
yx
yx

yxL

yx
y
L

xy
x
L

. 

Значит, точкой, подозрительной на условный экстремум, будет точка 
М0(40, 26). Легко убедиться, что (при  = 10) в точке M0 у функции Ла-

гранжа L(x, y, 10) максимум: 04)10,,(
2

2






x
yxL , 10)10,,(

2

2





y
yxL ,  

5)10,,(2





yx
yxL : 05)10()4( 2  . 

Следовательно, при квоте x + y = 66 оптимальным планом выпуска 
продукции фирмой будет: 40 ед. продукции первого вида и 26 ед. второго. 

3. В случае (а) – ответ очевиден: так как фирма в состоянии выпус-
кать продукцию в суммарном объеме более 50 ед. (82 > 50), то оптималь-
ным будет план: х = 30, у = 20 (см. вопрос 1 данной задачи).  

В случае (б) – задача сводится к отысканию глобального максимума 
функции 1005255020 22  yxxyyxz  в ограниченной замкнутой 
области: х + у  34, х  0, у  0 (треугольник, ограниченный прямыми 
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х + у = 34, х = 0, у = 0). Точка локального экстремума М0(30, 20) функции z 
(см. вопрос 1 данной задачи) рассматриваемой области не принадлежит. 
Значит, наибольшее значение функция z достигает на границе области. 
Ищем точки возможных условных экстремумов:  








034
1005255020 22

yx
yxxyyxz . 

Составляем функцию Лагранжа:  2255020),,( xxyyxyxL   
25y )34(100  yx  и ищем точки возможного условного экстремума: 
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Значит, на прямой х + у = 34 точкой возможного условного экстре-
мума будет точка М1(20, 14). 

На прямой х = 0 функция z принимает вид: 100550 2  yyz  и точка 
возможного условного экстремума легко находится из условия 

01050  yz y   у = 5. Значит, на прямой х = 0 возможен условный 
экстремум функции z в точке М2(0, 5). 

На прямой у = 0 функция z принимает вид: 100220 2  xxz  и точкой 
возможного условного экстремума ( 0420  xzx   х = 5) будет точка 
М3(5, 0). 

Точками возможного глобального экстремума будут также вершины 
треугольника М4(0, 0), М5(34, 0), М6(0, 34). 

Вычислим значения функции в каждой из этих точек: 
6201001452021420514502020)( 22

1 Mz ; 
8301005502505550020)( 22

2 Mz ; 
501000552055050520)( 22

3 Mz ; 
100)( 4 Mz ; 

16321000534203450503420)( 22
5 Mz ; 

10801003450234053450020)( 22
6 Mz . 

Наибольшее значение (z = 620) в рассматриваемой области функция 
достигает в точке M1(20, 14). Значит, оптимальный план выпуска продукции 
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(при ограничениях x + y  34, x  0, y  0) будет следующим: 20 ед. продукции 
первого вида и 14 ед. второго. При этом прибыль фирмы будет составлять 
620 ден. ед. 

ЗАДАНИЯ 
3.9.  Найти стационарные точки функций: 

 1) 12271233  yxyxz ; 2) 316ln1822 
x

yyxz ; 

 3) 532122432  zyxzyxu ; 

 4) 34241812432 4322  vzyxvzyxu ; 

 5) 6246222  zyxzyxu ; 6) 1212223  zxyzyxu .   

3.10. Исследовать на экстремум функции: 
 1) 23333  yxyxz ; 2) 343244  xyyxz ; 

 3) 1522 22  yyxyxz ; 4) 282 422  yyxyxz ;  

 5) 42ln822 
y

xyxz ; 6) 7ln24623 232  xyyxz ; 

 7) 622 42  yxyxz ; 8) 582 422  yxyxyz ; 

 9) 85332  xxyyxz ; 10) 443243 yxyxz  ; 

 11) )( 22 yxeu
y

 ; 12) )34)(47(6 yxyxxyz  .  

3.11. Найти условные экстремумы функций: 

 1) 
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3.12. Найти наибольшее и наименьшее значения функций: 
1) z = xy  в круге 422  yx . 

2) 1161222  yxyxz   в круге 2522  yx . 

3.13. Предприятие производит продукцию двух видов и реализует ее 
по цене p1 = 1728 ден. ед. и p2 = 2700  ден. ед за единицу продукции. Затра-
ты на производство x ед. продукции первого и y ед. продукции второго ви-
да составляют 100033  yx  ден. ед. Определить оптимальный план вы-
пуска, если: 

1) предприятие в состоянии произвести необходимое количество 
продукции; 

2) предприятию установлена квота: суммарный (общий) объем вы-
пуска должен составлять 18 ед. (x + y = 18); 

3) предприятие в состоянии произвести не более 36 ед. продукции 
(x + y  36). 

3.4. Эмпирические формулы 
Эмпирическими формулами (функциями) называют формулы, слу-

жащие для аналитического представления опытных данных (результатов 
наблюдений, измерений), которые представлены в виде таблицы: 

x1 x2 x3 … xn 
y1 y2 y3 … yn 

Подбор эмпирических формул по результатам наблюдений не может 
ставить перед собой задачу разгадать истинный характер зависимости ме-
жду переменными. Даже в том случае, когда точно известны значения ар-
гумента и функции, восстановить функцию по конечному числу ее значе-
ний – задача в общем случае неразрешимая. 

Вид эмпирической формулы (функции) y = f(x) определяется или из 
теоретических соображений, или на основании характера расположения на 
координатной плоскости точек, соответствующих опытным данным. 

После определения (выбора) вида эмпирической формулы y = f(x) 
необходимо так определить ее параметры (коэффициенты), чтобы эта 
формула в каком-то смысле была наилучшей. 

При выборе параметров (коэффициентов) эмпирической формулы 
часто используется принцип наименьших квадратов, который заключается 
в том, что из множества формул вида y = f(x) наилучшей считается та, у кото-

рой сумма квадратов отклонений 



n

i
ii yxy

1

2))(( , вычисленных по форму-

ле y = f(x) значений y(xi) = f(xi) от наблюдаемых значений yi, является наи-
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меньшей. Подбор параметров формулы y = f(x), основанный на этом прин-
ципе, называется способом наименьших квадратов. 

Построение эмпирических формул по способу наименьших квадратов 
заключается в следующем: вначале – 1) определяется вид формулы y = f(x), 
затем – 2) по способу наименьших квадратов находятся ее параметры (коэф-
фициенты), после чего – 3) формула y = f(x) проверяется на пригодность ее 
к использованию. 

Проверка на пригодность полученной эмпирической формулы 
y = f(x) проводится следующим образом. Вычисляются значения y(xi) = f(xi) 
и сравниваются с наблюдаемыми значениями yi. Если разности (погрешно-
сти) y(xi) – yi достаточно малы (приемлемые), то построенная формула 
y = f(x) принимается для использования; если же нет, формула не исполь-
зуется, а строится эмпирическая формула другого вида. 

При построении эмпирической формулы вида y = ax + b ее парамет-
ры (коэффициенты a и b) находятся из системы уравнений (3.1): 
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
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


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



 



 
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i
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i
i
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i
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i
ii

ynbxa

yxxbxa

11

1 11

2

 (n – число наблюдений). (3.1) 

При построении эмпирической формулы вида cbxaxy  2 , ее па-
раметры (коэффициенты a, b и c) находятся из системы уравнений (3.2): 
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111

2

1 11

2

1

3

1 1

2

1 1

234

. (3.2) 

 
Пример 16. По данным наблюдений построить эмпирическую формулу 
вида y = ax + b. 
 

xi 1 2 3 4 5 6 
yi 4,98 8,57 12,51 16,06 19,94 23,42 
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Р Е Ш Е Н И Е .  В данном случае вид эмпирической формулы задан. 
Поэтому остается только найти ее параметры (коэффициенты a и b).  

Для удобства составления системы (3.1) построим следующую таблицу: 
i xi yi xi yi xi

2 

1 1 4,98 4,98 1 
2 2 8,57 17,14 4 
3 3 12,51 37,53 9 
4 4 16,06 64,24 16 
5 5 19,94 99,70 25 

6 = n 6 23,42 140,52 36 
 21 85,48 364,11 91 

В строке  записаны суммы столбцов (коэффициенты системы (3.1)). 

Запишем систему (3.1): 







48,85621
11,3642191

ba
ba

. Решение этой системы 

дает следующие значения коэффициентов (параметров) эмпирической 
формулы: a  3,71; b  1,26. Следовательно, искомая эмпирическая формула 
y = 3,71x + 1,26. 

Проверяем полученную формулу на пригодность к использованию. 
Результаты проверки тоже удобно записать в виде таблицы: 

xi yi y(xi) y(xi) – yi 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

4,98 
8,57 

12,51 
16,06 
19,94 
23,42 

4,97 
8,68 

12,39 
16,10 
19,81 
23,52 

–0,01 
0,11 

–0,12 
0,04 

–0,13 
0,10 

Из таблицы видно, что построенная эмпирическая формула пригодна 
к использованию (разности y(xi) – yi достаточно малы). 

Пример 17. По данным наблюдений построить эмпирическую формулу 
вида y = ax2 + bx + c. 

xi 1 2 3 4 5 
yi 4,18 4,81 4,84 4,69 3,77 
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Р Е Ш Е Н И Е .  Аналогично предыдущему примеру, для удобства со-
ставления системы (3.2), из которой находятся параметры (коэффициенты  
a, b и c) искомой эмпирической формулы, построим следующую таблицу: 

i ix  iy  2
ix  3

ix  4
ix  ix iy  2

ix iy  
1 
2 
3 
4 

5 = n 

1 
2 
3 
4 
5 

4,18 
4,81 
4,84 
4,69 
3,77 

1 
4 
9 

16 
25 

1 
8 

27 
64 
125 

1 
16 
81 
256 
625 

4,18 
9,62 

14,52 
18,76 
18,85 

4,18 
19,24 
43,56 
75,04 
94,25 

 15 22,29 55 225 979 65,93 236,27 

В строке  как и в предыдущем примере записаны суммы столбцов. 

Запишем систему (3.2): 












29,2251555
93,651555225

27,23655225979

cba
cba

cba
. 

Решаем полученную систему табличным вариантом метода полного 
исключения: 

979   225   55 
225   55     15 
55     15      5 

236,27 
65,93 
22,29 

1495,27 
360,93 
97,29 

374   60      0 
60     10      0 
11      3       1 

–8,92 
–0,94 
4,46 

425,08 
69,06 
19,46 

14      0       0 
 6       1       0 
–7       0       1 

–3,28 
–0,09 
4,74 

10,72 
6,91 
–1,26 

1        0        0 
0        1        0 
0        0        1         

–0,23 
1,29 
3,13 

0,77 
2,29 
4,13 

Решение системы: 13,3,29,1,23,0  cba , и, следовательно, иско-
мая эмпирическая формула 13,329,123,0 2  xxy . 
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Проверяем полученную формулу на пригодность к использованию: 

ix  iy  )( ixy  )( ixy – iy  
1 4,18 4,19 0,01 
2 4,81 4,79 –0,02 
3 4,84 4,93 0,09 
4 4,69 4,61 –0,08 
5 3,77 3,83 0,06 

Видно, что формула пригодна для использования. 

ЗАДАНИЯ 
3.14. Построить эмпирическую формулу вида y = ax + b по данным 

наблюдений:  
 1) x 0 1 2 3 4 5 
 y 4,25 1,55 –1,25 –3,90 –6,75 –9,35 
 
 2) x 1 2 3 4 5 
 y 16,40 15,05 13,85 12,50 11,35 
3.15. Построить эмпирическую формулу вида y = ax2 + bx + c по дан-

ным наблюдений: 
 1) x 1 2 3 4 5 
 y -2,4 2,3 8,5 16,0 25,1 
 

 2) x 1 2 3 4 
 y 22,75 34,20 44,95 57,40 

3.16. Построить эмпирические формулы по данным наблюдений: 
 1) x 1 2 3 4 5 
 y 6 12 20 30 42 
 

 2) x 1 2 3 4 5 
 y 16,0 18,0 20,5 23,0 25,0 
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4. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

4.1. Неопределенный интеграл 
Функция F(x) называется первообразной для функции f(x), если 

)()( xfxF  . 
Если функция f(x) имеет первообразную F(x), то она имеет бесконеч-

ное множество первообразных, причем, любая ее первообразная имеет вид 
F(x) + C, где C – некоторая постоянная. 

Совокупность всех первообразных функции f(x) называется неопре-
деленным интегралом от функции f(x) и обозначается  dxxf )( . Здесь  – 
знак интеграла, f(x) – подынтегральная функция, f(x)dx – подынтегральное 
выражение, x – переменная интегрирования. Таким образом, если F(x) – 
какая-нибудь первообразная функции f(x), то CxFdxxf  )()( . Отыска-
ние неопределенного интеграла называется интегрированием функции. 

Свойства неопределенного интеграла (правила интегрирования): 

1.   )()( xfdxxf 


 . 2.   dxxfdxxfd )()(  . 

3.   CxFxdF )()( . 4. xdxfadxxaf   )()( . 

5.      dxxfdxxfdxxfxf )()()()( 2121 . 

6. Если CxFdxxf  )()( , то CbaxF
a

dxbaxf  )(1)( . 

Таблица основных интегралов 

1. Cxdx  . 2. Cxdxx 





 1

1




     (если 1 ). 

3. Cx
x

dx
 ln . 4. Cxdx

x
x




 )(ln

)(
)( . 

5. Cedxe xx  . 6. C
a

adxa
x

x  ln
. 

7. Cxxdx  sincos . 8. Cxxdx  cossin . 

9. Cxxdx  coslntg . 10. Cxxdx  sinlnctg . 

11. Cx
x

dx
 tg2cos

. 12. Cx
x

dx
 ctg2sin

. 
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13. 










 Cx
Cx

x

dx
arccos

arcsin

1 2
. 14. 


















C
a
x

C
a
x

xa

dx

arccos

arcsin

22
. 

15. 








 Cx

Cx
x

dx
arcctg

arctg
21

. 16. 
















C

a
x

a

C
a
x

a
xa

dx

arcctg

arctg

1

1

22 . 

17. Caxx
ax

dx



 22

22
ln . 

18. C
ax
ax

aax
dx






 ln

2
1

22 . 

Непосредственным интегрированием называется интегрирование, 
заключающееся в прямом применении свойств неопределенного интеграла 
и формул из таблицы основных интегралов. 
Пример 1. Найти интегралы: 

а)  





  dx

xx
xx

2
2 113 ; б)    dxxxx tg4cos3sin2 ; 

в)  














 dx

xx
e xx

4

2
4

6253
22 . 

Р Е Ш Е Н И Я :  

а) 





      2

2
2

2 3113
x
dx

x
dxxdxdxxdx

xx
xx  

C
x

xxx


1ln
2
3

3
2

3

; 

б)       xdxxdxxdxdxxxx tgtg 4cos3sin24cos3sin2  
Cxxx  cosln4sin3cos2 ; 
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в)   














 dxdxedx

xx
e xxxx 253

4

2
4

6253
22  




 24
6

x
dx






 


  Cxxxe

x

dx x
x 4ln2

22
16

2ln
253

4
2 2

2
arctg  

2ln
253

x
xe 
 Cxxx






  4ln2

2
3 2arctg . 

Замена переменной в неопределенном интеграле производится 
с помощью подстановок двух типов: 

1) x = (t), где (t) – монотонная, непрерывно дифференцируемая 
функция новой переменной t. Формула замены переменной в этом случае 
имеет вид:  

  dtttfdxxf )())(()(  . 
После вычисления интеграла, стоящего в правой части, необходимо 

выполнить обратную подстановку, т. е. заменить t = –1(x), где –1(x) – 
функция, обратная к функции x = (t); 

2) (x) = t, где t – новая переменная. Формула замены переменной 
при такой подстановке: 

  dttfdxxxf )()())((  . 
После вычисления интеграла, стоящего в правой части, необходимо 

вместо переменной t поставить (x). 
Пример 2. Найти интегралы: 

 а)  xdxxcossin 2 ; б)  dxxex 2

; в)  dx
x
xln ; 

 г)   dxx 21 ; д)  
 dx
xx

x
1

13
3

2

. 

Р Е Ш Е Н И Я :  
а) сделаем подстановку (замену) sin x = t. Тогда cos xdx = dt и инте-

грал становится табличным: 

  CxCtdttdtxdxtxxdxx
3

sin
3

cos;sincossin
33

22 ; 
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б) в этом случае удобно сделать подстановку (замену) x2 = t. Диффе-

ренцируя это равенство, получаем: dtxdx 2   dtxdx
2
1

 . Следовательно: 

 dxxex 2

CeCedtedtxdxtx xtt  
2

2
1

2
1

2
12;2 ; 

в) в данном случае удобно сделать замену tx ln . Тогда, дифферен-

цируя, получим: dt
x

dx
  и   tdtdt

x
dxtxdx

x
x ,lnln  

CxCt
 2

2

ln
2
1

2
; 

г) сделаем подстановку tx sin . Тогда получим: tdtdx cos   
и tttx coscossin11 222  . Следовательно: 

  tdttxtdtdxtxdxx 222 coscos1,cos,sin1  

 


 dtt
2

2cos1 CttCtttdtdt   2sin
4
1

2
1

2
2sin

2
1

2
12cos

2
1

2
1 . 

Принимая во внимание, что из tx sin  следует xt arcsin , оконча-

тельно получим: Cxxdxx  )arcsin2sin(
4
1arcsin

2
11 2 ; 

д) в числителе дроби стоит производная знаменателя: 

  131 23 


 xxx . Поэтому: 

   

 Ct

t
dtdtdxxtxxdx

xx
x ln13,1

1
13 23

3

2
 

Cxx  1ln 3 . 
Интегрированием по частям называется нахождение интеграла по 

формуле   vduuvudv , где )(),( xvxu   – непрерывно дифферен-
цируемые функции. С помощью этой формулы нахождение интеграла 
 udv  сводится к отысканию другого интеграла  vdu . Такой прием целесо-

образно применять в тех случаях, когда  vdu  проще, чем  udv . При этом 
за u берется такая функция, которая при дифференцировании упрощается, 
а за dv – та часть подынтегрального выражения, интеграл от которой из-
вестен или может быть найден. 
Пример 3. Найти интегралы: 

а)  xdxx sin ; б)    dxex x12 ; в)    xdxx ln12 . 
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Р Е Ш Е Н И Я :  
а) положим xdxdvxu sin,  , тогда xvdxdu cos,  . Используя 

формулу интегрирования по частям, получим: 

  



 Cxxxdxxxx
xvxdxdv

dxduxu
xdxx sincoscoscos

cos,sin
,,

sin ; 

б) в данном случае придется дважды интегрировать по частям: 

    








  xx

xx
xx

x

evdxedv

dxduxu
dxexex

evdxedv

xdxduxu
dxex

,

,,
21

,

,2,1
1 2

2
2  

          xxxxxxxx xeexdxexeexdxexeex 2122121 222  

Cex  2   Cexx x  322 . 

в)  
 














 xxx

xxvdxxdv

x
dxduxu

xdxx ln3
3,1

,,ln
ln1

3

3
2

2  

dx
x

xx




 3

3

Cxxxxxdxxxxx 

























  9ln313ln3

3323
. 

 
ЗАДАНИЯ 

4.1. Найти интегралы: 
 1)    dxxxx 321 ; 2)    dxxxxx 6532 253 ; 

 3)     dxxxx 212 ; 4)     dxxxx 521 432 ; 

 5)    dxxxx 43 432 ; 6)  












dxxxxx 3

1
3
1

2
1

2
1

; 

 7)  









 dxxxx 43

2
3
1

23 ; 8)  









 dxxxxx 5

2
5
1

4
3

4
1

27 ; 

 9) 
 dx

x
xx

3

2 43 ; 10) 
 dx

x
xx
2

23 32 ; 

 11)    dxx
3

1 ; 12)  


 dx
x

xx
3

2

; 

 13)   92x
dx ; 14)   92x

dx ; 
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 15) 
 216 x

dx ; 16) 
 216 x

dx ; 

 17) dx
xx

 













 4
1

4
1

22 ; 18) dx
xx

 













 22 25
3

25
2 ; 

 19) dx
xx

 













 22 254
2

94
1 ; 20) dx

xx
 














 22 425
3

49
5 ; 

 21)  xdx2tg ; 22)  xdx2ctg ; 

 23)  dx
x
x

2sin
2cos

2
; 24)  






  dxxx 2

2
cos

2
sin ; 

 25)  dxx
2

sin 2 ; 26)  dxx
2

cos 2 ; 

 27) 
 dx

x
x

2

3

sin
sin1 ; 28) 

 dx
x

x
2

3

cos
cos23 ; 

 29)  





  dxxx 2

2
cos

2
sin ; 30)    dxxx 22 32 ctgtg ; 

 31)  















dxee

xx 2

22 ; 32)  















dxee

xx 2

22 32 . 

4.2. Найти интегралы: 

 1)   dxx )43sin( ; 2)   dxx )32cos( ; 3)  x
dx

3cos2
; 4)  x

dx
5sin 2

; 

 5)  xdx5tg ; 6)  xdx4ctg ; 7)   dxe x 32 ; 8)   dxx 132 ; 

 9)  
 dx
xx

x
43

32
2 ; 10)  

 dx
xx

x
5

12
2

; 11)  12x
xdx ; 12)  13

2

x
dxx ; 

 13)   x
dx

21
; 14)   23x

dx ; 15)  dxxx 2sin ; 16)  dxxx 32 cos ; 

 17)   dxxx )1( 32tg ; 18)   dxxx )1( 2ctg ; 19)   dxex x 43 ; 

 20)   dxxex 22
; 21)  dx

x
x

3sin
cos ; 22)  dx

x
x

2cos
sin ; 

 23)   dxex xcossin ; 24)   dxex x2sin2cos ; 25)   dxx 13 ; 

 26)   x
dx

21
; 27)    dxx 1012 ; 28) 

 
 423x
dx ; 29)   92x

x

e
dxe ; 
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 30)    dxee xx 32 ; 31)    xdxx cos3sin2 2 ; 32)    xdxx sin2cos 3 . 
4.3. Найти интегралы: 

1)  xdxx cos ; 2)   xdxx sin)12( ; 3)   dxex x)1( ; 4)   dxxe x2 ; 

 5)  x
xdx

2cos
; 6)  x

xdx
2sin

; 7)  xdxx sin2 ; 8)    xdxxx cos12 ; 

 9)    xdxxxx ln12 23 ; 10)    xdxx 2ln3 2 ; 

 11)  xdxx arctg ; 12)  xdxarctg . 

4.2. Определенный интеграл 
Если функция )(xf  определена на замкнутом интервале  ba, , кото-

рый произвольным образом разбит на n частичных интервалов точками 
11210 ,...   iiinn xxxbxxxxxa  – длина частичного ин-

тервала  ii xx ,1 , а ci – произвольная точка этого интервала, то сумма 





n

i
iinn xcfxcfxcfxcf

1
2211 )()(...)()(  называется интеграль-

ной суммой для функции )(xf  на интервале  ba, . 
Определенным интегралом от функции )(xf  на интервале  ba,  

(в пределах от a до b) называется предел интегральной суммы при условии, 
что длина наибольшего из частичных интервалов ( ii

xmax ) стремится  

к нулю, если этот предел существует и не зависит от способа разбиения 
интервала  ba,  на частичные и от выбора точек ic . 

Для определенного интеграла используется обозначение 
b

a
dxxf )( , 

которое читается: интеграл от a до b от эф от икс дэ икс. 





n

i
ii

x

b

a
xcfdxxf

i 10max
)()( lim 


 

Если существует 
b

a
dxxf )( , то о функции f(x) говорят, что она интег-

рируема на интервале [a, b]. Числа a и b называются соответственно 
нижним и верхним пределами интегрирования. 
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Если функция f(x) непрерывна на интервале [a, b], то она интегри-
руема на этом интервале (достаточное условие существования определен-
ного интеграла). 

Если f(x) > 0 на [a, b], то определенный интеграл 
b

a
dxxf )(  геометри-

чески представляет собой площадь криволинейной трапеции – фигуры, 
ограниченной линиями y = f(x), x = a, x = b, y = 0 (см. рис. 4.1).  
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.1. 

Основные свойства определенного интеграла 

1.  
a

b

b

a
dxxfdxxf )()( . 

2. 0)( 
a

a
dxxf . 

3.  
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf )()()( ,     где  c  [a, b]. 

4.    
b

a

b

a

b

a
dxxfdxxfdxxfxf )()()()( 2121 . 

5.  
b

a

b

a
dxxfcdxxcf )()( ,   где c – постоянная. 

6. )()()( abMdxxfabm
b

a
  , если  m  f(x)  M при x  [a, b]. 

y 

a b x 

y = f(x) 
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Правила вычисления определенного интеграла 
1. Формула Ньютона – Лейбница: 

)()()()( aFbFxFdxxf b
a

b

a
 , 

где F(x) – какая-нибудь первообразная функции f(x). 

2. Интегрирование по частям:   
b

a

b
a

b

a
vduuvudv . 

3. Замена переменной: 

а)  



 dtttfdxxf

b

a
)())(()( , 

где x = (t) – функция, непрерывная вместе со своей производной на ин-
тервале [, ], () = a,  () = b; 

б)  
)(

)(
)()())((

b

a

b

a
dttfdxxxf




 ,  где  t = (x). 

Пример 4. Найти интегралы: 

1) dx
x

xx 





 

2

1

2 5123 ; 2) dxxex
3

0
; 3) dx

x
xe


1

3ln . 

Р Е Ш Е Н И Я :  
1) согласно формуле Ньютона – Лейбница, получаем: 

dx
x

xx 





 

2

1

2 5123    2ln5222ln5 232

1
23 xxxx  

 1ln5111 23  2ln51132ln5248  ; 
2) воспользуемся методом интегрирования по частям, положив u = x, 

dv = exdx. Тогда: 
  3

3

0

3

0

3

0
3,

, edxexeevdxedv
dxduxudxxe xx

xx
x  

12)(3 30333

0
 eeeeex ; 
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3) положим lnx = t. Тогда dt
x

dx
 ; если x = 1, то t = 0; если x = e, то 

t = 1. Следовательно,  



1

0

1

0

4
3

1

3

4
1

41,
01,lnln tdtttexdt

x
dx

txtx
dx

x
xe

. 

 
ЗАДАНИЯ 

4.4. Найти интегралы: 

 1)   
1

0

2 232 dxxx ; 2)  





 

4

1

2 2 dx
x

xx ; 3)  




2

0
cos3sin2 dxxx ; 

 4)  




4

0
cossin dxxx ; 5)  

2

0
2 4x
dx ; 6)  

1

0
2 4x
dx ; 7) 



5

1
2 3x

dx ; 

 8)  
3

0
2 32

1 dx
xx

x ; 9) 




2

0

3 cossin xdxx ; 10)  
2

0

2sin



xdxx ; 

 11)  

9

1
41 x

xdx ; 12)  
2

0

sincos



dxex x ; 13) 
2

0
sin



xdxx ; 

 14) 
3

2

2 dxex x ; 15) 


4

0
2cos xdxx ; 16)  

3

1

2 1dxxx ; 

 17)   
e

xdxxx
1

2 ln1 ; 18)  

5ln

2ln 1xe
dx . 
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4.3. Вычисление площадей плоских фигур 
Площадь криволинейной трапеции, ограниченной кривой y = f(x) 

(f(x)  0), прямыми x = a и x = b и осью 0х, вычисляется по формуле 


b

a
dxxfS )( . Если f(x)  0, то 

b

a
dxxfS )( . 

Площадь фигуры, ограниченной кривыми y = f1(x), y = f2(x)  
( )()( 21 xfxf  ) и прямыми x = a и x = b, находится по формуле 

  
b

a
dxxfxfS )()( 21 . 

Пример 5. Найти площади фигур, ограниченных линиями: 
1) параболой 22 xxy   и осью 0х; 
2) параболой 2xy   и прямой 02  yx . 

Р Е Ш Е Н И Я :  
1) фигура, ограниченная линиями 22 xxy   и у = 0 изображена на 

рис. 4.2. Поэтому: 

3
4

3
84

3
)2(

2

0

3
2

2

0

2 







 

xxdxxxS  (кв. ед.); 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

2) фигура, ограниченная указанными линиями, изображена на рис. 4.3. 
Координаты точек пересечения линий находим из системы уравнений: 
















)4,2(
)1,1(

02

2

B
A

yx
xy . 

Рис. 4.2. 

2 

у 

х 

х 

у 

2 –1 

А 

В 

у + х + 2 = 0 

у = х2 

Рис. 4.3. 
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Принимая во внимание, что в нашем случае f1(x) = –x2 и f2(x) = –x – 2, 
получаем: 

    












2

1

232

1

2
2

1

2 2
23

2)2( xxxdxxxdxxxS  

5,42
2
1

3
14

2
4

3
8







 






   (кв. ед.). 

ЗАДАНИЯ 
4.5. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 
1) 2xy  , 45  xy ; 2) 0,3,1,1  yxxxy ; 

3) 0,,0,sin  yxxxy ; 4) ,3xy  2xy  ; 

5) 0,,,ln 2  yexexxy . 
 

4.4. Несобственные интегралы 
Несобственными интегралами называются: 1) интегралы с беско-

нечными пределами;  2) интегралы от неограниченных функций. 
Несобственный интеграл от функции f(x) в пределах от а до + оп-

ределяется равенством 





b

aba
dxxfdxxf )()( lim . 

Если этот предел существует и конечен, то несобственный интеграл 
называется сходящимся; если же предел не существует или равен беско-
нечности – расходящимся. 

Аналогично 



b

aa

b
dxxfdxxf )()( lim ,  









b

a
b
a

dxxfdxxf )()( lim .    

Если функция f(x) не ограничена на интервале (a, b] или [a, b), но ог-
раничена и интегрируема на любом интервале [a + , b] или [a, b – ], то 

по определению полагают 



b

a

b

a
dxxfdxxf


)()( lim

0
 или, соответственно, 











b

a

b

a
dxxfdxxf )()( lim

0
. Если эти пределы существуют, то несобствен-

ные интегралы называются сходящимися, в противном случае – расходя-
щимися. Если функция f(x) не ограничена на [a, c) и (c,  b], где a < c < b, 



 105 

но ограничена и интегрируема на любых интервалах [a, c – ] и [c + , b], 

то в этом случае полагают  








c

a

b

a
dxxfdxxf )()( lim

0



b

c
dxxf


)(lim

0
. 

Несобственный интеграл 
b

a
dxxf )( , при f(c) = , c  (a, b) называется 

сходящимся, если существуют оба предела в правой части равенства, и 
расходящимся, если не существует хотя бы один из них. 
Пример 6. Вычислить несобственные интегралы или установить их расхо-
димость: 

1) dxx


0
sin ; 2) dxe x




0
; 3) 

1

0 x
dx ; 4) 

1

0 x
dx . 

Р Е Ш Е Н И Я :  
1) согласно определению имеем: 






 )0coscos()cos(sinsin limlimlim 0
00

bxdxxdxx
b

b

b

b

b
 

b
b

cos1 lim


 . 

Так как b
b

coslim


 не существует, то данный несобственный инте-

грал расходится; 

2)  





 












  0

000
limlimlim eeedxedxe b

b

bx

b

b
x

b

x  

11 lim  



b

b
e . 

Таким образом, 1
0




 dxe x , т. е. несобственный интеграл сходится; 

3) подынтегральная функция 
x

xf 1)(   в точке х = 0 не ограничена 

(х = 0 точка разрыва второго рода). Поэтому: 

  


 


ln)ln1(lnln limlimlimlim
00

1

0

1

0

1

0
xx

dx
x

dx ,  

т. е. несобственный интеграл расходится; 
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4) аналогично предыдущему: 

2)22(2 limlimlim
0

1

0

1

0

1

0









 


x

x
dx

x
dx . 

Следовательно, несобственный интеграл сходится. 

ЗАДАНИЯ 
4.6. Вычислить несобственные интегралы или установить их расхо-

димость: 

1) dxx


0
cos ; 2) 




xdx2sin ; 3) 





 dxxe x 2
; 4) 



1
2x

dx ; 

5) 


1

1
2x

dx ; 6) 
1

0
3 x
dx . 

 

5. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
Дифференциальным называется уравнение, связывающее независи-

мые переменные, их функцию и производные (или дифференциалы) этой 
функции. Если независимая переменная одна, то уравнение называется 
обыкновенным, если же независимых переменных несколько, то уравне-
ние называется дифференциальным уравнением в частных производных. 

Наивысший порядок производной (или дифференциала), входящей  
в уравнение, называется порядком дифференциального уравнения. 

Решением дифференциального уравнения называется такая диффе-
ренцируемая функция, которая при подстановке в уравнение обращает его 
в тождество. 

Обыкновенные дифференциальные уравнения первого порядка 
имеют вид 0),,( yyxF  или (в разрешенном относительно y  виде) 

),( yxfy  . Общим решением данного уравнения называется такая 
функция y = (x, C), которая является решением данного уравнения при 
любых значениях произвольной постоянной С. Всякое решение y = (x, C0), 
получающееся из общего решения y = (x, C) при конкретном значении 
С = С0, называется частным решением. Задача, в которой требуется найти 
частное решение уравнения ),( yxfy  , удовлетворяющее начальному 
условию y(x0) = y0, называется задачей Коши. Простейшие обыкновенные 
дифференциальные уравнения первого порядка имеют вид 

0)()()()( 2211  dyyxfdxyxf  или )()( yxfy   и называются  
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дифференциальными уравнениями с разделяющимися переменными. 

Такое уравнение приводится к виду 0
)(
)(

)(
)(

1

2

2

1  dy
y
ydx

xf
xf


  (это называется 

разделением переменных), после чего, почленно интегрируя, получают со-

отношение Cdy
y
ydx

xf
xf

  )(
)(

)(
)(

1

2

2

1

 , которое и определяет (в неявной 

форме) решение исходного уравнения. Решение дифференциального урав-
нения, выраженное в неявной форме, называют интегралом этого уравне-
ния. 

Если уравнение задано в виде )()( yxfy  , то вначале заменяют 

производную на отношение дифференциалов 
dx
dyy  , затем разделяют пе-

ременные: dxxf
y

dyyxf
dx
dy )(

)(
)()( 


  и почленно интегрируют: 

Cdxxf
y

dy
  )(

)(
. 

Уравнение вида )()( xQyxPy   называется линейным дифферен-
циальным уравнением первого порядка (у и y  входят в первых степенях, 
не перемножаясь между собой). Решение такого уравнения может быть 
найдено следующим образом. С помощью подстановки y = uv, где u и v – 
две неизвестные функции, исходное уравнение преобразуют к виду: 

)()( xQuvxPvuvu     или     )()( xQvxPvuvu  . 

Пользуясь тем, что одна из неизвестных функций (например v) мо-
жет быть выбрана совершенно произвольно, за v принимают любое част-
ное решение уравнения 0)(  vxPv . Тогда предыдущее уравнение при-
нимает вид )(xQvu  . Каждое из последних двух уравнений является 
уравнением с разделяющимися переменными. Решив эти уравнения, общее 
решение исходного уравнения находят умножением u на v: y = v(u + c). 

Дифференциальные уравнения второго порядка имеют вид 
0),,,(  yyyxF . В уравнении обязательно должна быть вторая произ-

водная y  , в то время как x, y и y  могут отсутствовать. Общее решение 
уравнения имеет вид y = y(x, C1, C2), а общий интеграл Q(x, y, C1, C2) = 0 
(C1 и C2 – произвольные постоянные). Для определения частного решения 
(задача Коши) задаются начальные условия в виде y(x0) = y0, 00 )( yxy  .  
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При этом значения постоянных C1 и C2 находятся из системы урав-
нений: 








0210

0210

),,(
),,(

yCCxy
yCCxy

. 

Уравнение вида )()()( xfyxyxy  , где (x), (x) и f(x) за-
данные функции или постоянные, называется линейным дифференциаль-
ным уравнением второго порядка. Если f(x)  0, то уравнение называется 
неоднородным, если f(x) = 0 – однородным. 

Линейным однородным уравнением второго порядка с постоян-
ными коэффициентами называется уравнение вида  0 qyypy , где 
коэффициенты p и q – некоторые действительные числа. Общее решение 
такого уравнения строится в зависимости от характера корней k1 и  k2 ха-
рактеристического уравнения 02  qpkk : 

1) если k1 и k2 действительны и различны, то xkxk eCeCy 21
21  ; 

2) если k1 и k2 действительны и равны (k1 = k2), то xkexCCy 1)( 21  ; 
3) если k1 и k2 комплексные, т. е.: k1 = a + bi, k2 = a – bi ( 1i ), то 

axebxCbxCy )cossin( 21  , где C1 и C2 – произвольные постоянные. 

Пример 1. Решить уравнение yxy tgtg  . 

Р Е Ш Е Н И Е .  Это уравнение с разделяющимися переменными. За-

меняя 
dx
dyy   и разделяя переменные, получаем уравнение ctg ydy = tg xdx. 

Интегрируя, будем иметь   xdxydy tgctg , или Cxy lncoslnsinln   
(здесь для удобства произвольная постоянная записана в виде ln C). Отсю-

да находим 
x

Cy
cos

sin   или sin y cos x = C (общий интеграл). 

Пример 2. Найти частное решение дифференциального уравнения 
0)1( 2  ydxdyx , удовлетворяющее начальному условию y(0) = 1. 

Р Е Ш Е Н И Е :  Преобразуем уравнение (разделим переменные): 

21 x
dx

y
dy


 . Интегрируя, получим  


21 x

dx
y

dy  или ln|y| = – arctg x + C. 

Для нахождения постоянной C используем начальное условие y(0) = 1: 
ln 1 = –arctg 0 + C, т. е. C = 0. Следовательно, ln|y| = – arctg x, откуда полу-
чаем искомое частное решение xey arctg . 
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Пример 3. Решить дифференциальное уравнение x
x
yy 

2 . 

Р Е Ш Е Н И Е :  Это линейное уравнение. Полагая y = uv, получаем 

x
x
uvvuvu  2  или x

x
vvuvu 



  2 . Выберем v так, чтобы 

02


x
vv . Отсюда, 

x
v

dx
dv 2

  или 
x
dx

v
dv 2

 . Интегрируя, получаем 

xv ln2ln   (произвольную постоянную берем равной нулю, так как дос-
таточно найти какое-либо частное решение), откуда v = x2. Для определе-

ния u получаем уравнение xxu  2  или 
x

u 1
 , откуда находим 

u = ln|x| + C. Перемножая найденные u и v, получаем общее решение 
  2ln xCxy  . Произвольную постоянную удобно представить в виде 

ln C. Тогда общее решение можно записать в виде )ln(2 Cxxy  . 

Пример 4. Решить уравнения:  
1) 032  yyy ; 2) 044  yyy ; 3) 0102  yyy . 

Р Е Ш Е Н И Я :  
1) это однородное линейное дифференциальное уравнение второго 

порядка с постоянными коэффициентами. Корнями его характеристиче-
ского уравнения 0322  kk  будут: k1 = 1,  k2 = –3. Так как k1  k2, то 
общее решение xx eCeCy 3

21
 ; 

2) в данном случае корни характеристического уравнения 
0442  kk  равны: k1 = k2 = –2. Следовательно, общее решение 

xexCCy 2
21 )(  ; 

3) корни характеристического уравнения 01022  kk  комплекс-
ные: ik 312,1  . Поэтому, общее решение: 

xexCxCy )3cos3sin( 21  . 

Пример 5. Найти решение уравнения 02  yyy , удовлетворяющее 
начальным условиям y(0) = 0, 3)0( y . 
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Р Е Ш Е Н И Е .  Характеристическое уравнение 022  kk  имеет 
корни k1 = 2 и k2 = –1. Следовательно, общее решение: xx eCeCy  2

2
1 . 

Подставляя начальные условия в общее решение и его производную 
)2( 2

2
1

xx eCeCy  , получим систему уравнений относительно C1 и C2: 








32
0

21

21

CC
CC

,  откуда 







1
1

2

1

C
C

. 

Значит, решением, удовлетворяющим начальным условиям, будет 
xx eey  2 . 

ЗАДАНИЯ 
5.1. Решить уравнения:  
2) 0 yyx ; 2) 0 yyx ; 3) 0 xyy ;  

4) 02  yyx ; 5) xyy ctg)12(  ; 6) yxey  . 

5.2. Найти частные решения дифференциальных уравнений, удовле-
творяющие начальным условиям:  

 yxy 2 , 1)4( y ; 2) 022  yyx , 1)1( y ; 

3) 0 xdxydy tg , 2)( y ; 4) yxy  2 , 5)3( y . 

5.3. Решить уравнения: 
1) xxyy ctgtg  ; 2) xxyxy 2sinsincos  ; 

3) x
x
yy 

3 ; 4) xyxy tg 2cos ; 

5) xxyyx cos2 ; 6) 
2

2 xxexyy  . 

5.4. Решить уравнения: 
 034  yyy ; 2) 065  yyy ; 

 096  yyy ; 4) 02  yyy ; 

 0134  yyy ; 6) 054  yyy . 

5.5. Найти решения уравнений, удовлетворяющие начальным условиям: 
 02  yy , 1)0(,0)0(  yy ; 

 03  yy , 2)0(,1)0(  yy ; 

3) 02510  yyy , 1)0(,0)0(  yy ; 
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4) 09  yy , 1)0(,1)0(  yy ; 

5) 065  yyy , 6)0(,1)0(  yy . 
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6. РЯДЫ 

6.1. Числовые ряды 
Пусть u1, u2, …, un, … – бесконечная числовая последовательность. 

Выражение ......21
1





n

n
n uuuu  называется числовым рядом, чис-

ла u1, u2, …, un, … – членами ряда, un – общим членом ряда. Сумму пер-
вых n членов ряда обозначают Sn и называют n-й частичной суммой ряда: 
Sn = u1 + u2 + … + un. Ряд называется сходящимся, если его n-я частичная 
сумма Sn при неограниченном возрастании n стремится к конечному пре-
делу, т. е., если SSn

n



lim . Число S называют суммой ряда. Если же n-я 

частичная сумма Sn при n   не стремится к конечному пределу, то ряд 
называют расходящимся. 

Ряд )1(......2  qaqaqaqa n , составленный из членов бес-
конечно убывающей геометрической прогрессии, является сходящимся  

и его сумма 
q

aS



1

. 

Ряд ...1...
3
1

2
11 

n
, называемый гармоническим, расходится. 

Основные свойства сходящихся рядов 

 Если сходится ряд 


1n
nu , то сходится и ряд 



 1mn
nu , получаемый 

из исходного ряда путем отбрасывания первых m членов (последний ряд 
называют m-м остатком исходного ряда); наоборот, из сходимости m-го 
остатка ряда вытекает сходимость данного ряда. 

 Если сходится ряд 


1n
nu  и сумма его равна S, то сходится и ряд 




1n
ncu , причем сумма последнего ряда равна cS (c – любое вещественное 

число). 

 Если сходятся ряды 


1n
nu , 



1n
nv , а S1 и S2 соответственно их 

суммы, то сходятся и ряды 





1
)(

n
nn vu , причем их суммы соответственно 

равны S1  S2. 
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 Если ряд 


1n
nu  сходится, то 0lim 


n

n
u , т. е. при n   предел 

общего члена сходящегося ряда равен нулю (необходимый признак схо-
димости ряда). Таким образом, если 0lim 


n

n
u , то ряд расходится. 

Если все члены ряда положительны (или отрицательны), то такой ряд 
называется знакопостоянным. 

Достаточные признаки сходимости знакопостоянных рядов. 

1. Признак сравнения. Пусть даны два ряда 


1n
nu  и 



1n
nv , причем 

каждый член ряда 


1n
nu не превосходит соответствующего члена ряда 




1n
nv , т. е. un  vn (n = 1, 2, …). Тогда, если сходится ряд 



1n
nv , то сходится 

и ряд 


1n
nu ; если ряд 



1n
nu  расходится, то расходится и ряд 



1n
nv . 

Этот признак остается в силе, если условия un  vn выполняются не 
для всех n, а лишь начиная с некоторого номера n = N. 

2. Признак Даламбера. Если для ряда 


1n
nu  существует 

lu
u

n

n

n




1lim , то этот ряд сходится при l < 1 и расходится при l > 1. 

3. Радикальный признак Коши. Если для ряда 


1n
nu существует 

lun
n

n



lim , то этот ряд сходится при l < 1 и расходится при l > 1. 

4. Интегральный признак Коши. Если f(x) при x  1 – непрерывная, 

положительная и монотонно убывающая функция, то ряд 


1n
nu , где 

un = f(n), сходится, если сходится несобственный интеграл 


1
)( dxxf , и рас-

ходится, если этот интеграл расходится. 
Ряды, члены которых имеют чередующиеся знаки, т. е. ряды вида 

...)1(...)1( 1
4321

1

1  




 n
n

n
n

n uuuuuu , где un > 0 (n = 1, 2, …), 

называются знакочередующимися. 
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5. Достаточный признак сходимости знакочередующегося ряда 
(признак Лейбница). Знакочередующийся ряд сходится, если абсолютные 
величины его членов монотонно убывают, а общий член ряда стремится 
к нулю, т. е., если выполняются следующие два условия: 

 u1 > u2 > u3 > … > un > …   и   2) 0lim 


n
n

u . 

Величина n-го остатка Rn знакочередующегося ряда оценивается  
с помощью неравенства 1 nn uR . 

Ряд с произвольным чередованием знаков своих членов называется 
знакопеременным. 

Знакопеременный ряд 


1n
nu сходится, если сходится ряд 



1n
nu . 

В этом случае исходный ряд называется абсолютно сходящимся. 

Сходящийся ряд 


1n
nu называется условно сходящимся, если ряд 



1n
nu  

расходится. 

Пример 1. Написать первые четыре члена ряда 


 1 12n n
n . 

Р Е Ш Е Н И Е .  Если n = 1, то 
3
1

1 u ; если n = 2, то 
5
2

2 u ; если n = 3, 

то 
7
3

3 u ; если n = 4, то 
9
4

4 u . Ряд можно записать в виде 

...
9
4

7
3

5
2

3
1

  . 

Пример 2. Найти общий член ряда ...
16
7

8
5

4
3

2
1

  . 

Р Е Ш Е Н И Е .  Числители образуют арифметическую прогрессию 
1, 3, 5, 7, …, n-й член которой находим по формуле an = a1 + d(n – 1).  
В нашем случае a1 = 1, d = 2, поэтому an = 2n – 1. Знаменатели образуют 
геометрическую прогрессию 2, 22, 23, 24, …, n-й член этой прогрессии 

bn = 2n. Следовательно, общий член ряда nn
nu
2

12 
 . 

Пример 3. Исследовать на сходимость ряды: 

 














1

1

3
1

5
2

n

n

; 2) 


 1 10
1

n n
; 3) 



 1 12
1

n
n

; 4) 


 1 12n n
n ; 



 115 

5) )...321!(
!

10
1

nn
nn

n





; 6) 












1 12n

n

n
n ; 7) 



1
2

1
n n

; 

8) 






1

1)1(
n

n

n
. 

Р Е Ш Е Н И Я :  
1) данный ряд составлен из членов бесконечно убывающей 







  1

3
1q  геометрической прогрессии и поэтому сходится. Найдем его 

сумму. Здесь 
3
1,

5
2

 qa  (q – знаменатель прогрессии). Следовательно, 

5
3

2
3

5
2

11 3
1

5
2








q

aS ; 

 данный ряд получен из гармонического ряда отбрасыванием пер-
вых десяти членов. Следовательно, он расходится; 

 члены данного ряда меньше соответствующих членов ряда 




1 2
1

n
n

, который сходится, так как является суммой бесконечно убывающей 

геометрической прогрессии. Следовательно, сходится и данный ряд; 

 так как 02
1

12limlim 



 n

nu
n

n
n

, то ряд расходится (не выпол-

няется необходимый признак сходимости); 

 применим признак Даламбера. Так как 
!

10
n

u
n

n  , 
)!1(

10 1

1 




 n
u

n

n , 

1
101




nu
u

n

n , то 0
1

10
limlim 1 








 nu
u

nn

n

n
. Так как l = 0 < 1, то ряд сходится; 

 здесь удобно применить радикальный признак Коши. Так как 

12 


n
nun

n  и 1
2
1

12limlim 



 n

nu
n

n
n

n
, то данный ряд сходится; 

 здесь 1,
)1(

,
)1(

1,1 1
2

2
1

212 lim 





 






n

n

nn

n
nn u

ul
n

n
u

u
n

u
n

u . 

Так как l = 1, то с помощью признака Даламбера не удается решить вопрос 
о сходимости ряда. 
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Применим интегральный признак Коши: 
2

1
n

u n  ; следовательно, 

2
1)(

x
xf  , 11111

limlimlim
1 1

2
1

2 





 

















 bxx

dxdx
x b

b b

bb
. 

Несобственный интеграл сходится, поэтому сходится и данный ряд; 
 данный ряд знакочередующийся. Применим признак Лейбница. 

Так как ...
3
1

2
11  , то первое условие признака Лейбница выполнено. 

Далее, так как 01
limlim 

 n
u

n
n

n
, то выполнено и второе условие. Следо-

вательно, ряд сходится. Принимая во внимание, что в данном случае ряд 




1n
nu  совпадает с гармоническим рядом (который расходится), заключаем. 

Что исходный ряд сходится условно.  
 

ЗАДАНИЯ 
6.1. Написать первые пять членов ряда:  

 







1
12
13

n
n

n ; 2) 


 110n
n n
n ; 3) 



 1 )2)(1(
1

n nnn
; 4) 







1
2

1)1(
n

n

n
. 

6.2. Найти общий член ряда: 

 ...
9
4

7
3

5
2

3
1 432





















 ; 2) ...

54
1

43
1

32
1

21
1













; 

3) ...
5ln4

3
4ln3

2
3ln2

1
 ; 4) ...

17
4

8
3

5
2

2
1

  . 

6.3. Исследовать на сходимость ряды: 

 


 


1 13
12

n n
n ; 2) 











1

1

15
1)1(

n

n

n
n ; 3) 



1 !
2

n

n

n
; 4) 



1 2n
n

n ;  

5) 


 1 35
2

n
n

n

; 6) 


 1 3)12(
2

n
n

n

n
; 7) 



1

1
n n

;  

8) 





1

1

3
1)1(

n
n

n ; 9) 





1

1

10
1)1(

n

n

n
; 10) 






1

1)1(
n

n n ; 
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11) 


1
3

1
n n

; 12) 









1

1

)1ln(
1)1(

n

n

n
. 

 

6.2. Степенные ряды 

Ряд ...)(...)()()( 21
1





xuxuxuxu n

n
n , члены которого – функ-

ции от x, называется функциональным. Совокупность значений x, при ко-

торых функции u1(x), u2(x), …, un(x), … – определены и ряд 


1
)(

n
n xu  схо-

дится, называют областью сходимости функционального ряда.  

Функциональный ряд вида ......2
210

0






n
n

n

n
n xaxaxaaxa , 

где a0, a1, a2, …, an, … – действительные числа, называется степенным ря-
дом. Всякий степенной ряд сходится (и притом абсолютно) на некотором 
интервале (–R; R). На концах интервала сходимости (в точках x = R) сте-
пенной ряд может как сходиться (абсолютно или условно), так и расхо-
диться. Вне интервала [–R; R] ряд расходится. Число R называется радиу-
сом сходимости степенного ряда. В частных случаях радиус сходимости 
ряда может быть равен нулю или бесконечности. Если R = 0, то степенной 
ряд сходится лишь при x = 0; если же R = , то ряд сходится абсолютно на 
всей числовой оси (– < x < ).  

Для отыскания радиуса сходимости степенного ряда можно пользо-
ваться одним из следующих способов:  

 если среди коэффициентов a0, a1, a2, …, an, … нет равных нулю, 

то 
1

lim



n

n

n a
aR ; 

 если среди коэффициентов ряда есть равные нулю, то радиус схо-

димости ряда можно находить по формуле 
n n

n
a

R
lim

1



 , в которой ис-

пользуются лишь значения an  0 (эта формула пригодна и в первом случае). 

Функциональный ряд вида 




2
210

0
)()()( axaaxaaaxa

n

n
n  

...)(...  n
n axa  называется рядом по степеням (x – a). Такой ряд схо-

дится абсолютно на интервале (a – R; a + R) и расходится вне интервала 
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[a – R; a + R]. На концах интервала (в точках x = a  R) ряд может как схо-
диться, так и расходиться. Число R также называется радиусом сходимости 
и находится указанными выше способами. 

Исследовать сходимость степенного ряда означает, что:  
 необходимо найти радиус сходимости ряда; 
 исследовать сходимость ряда на концах интервала сходимости; 
 сформулировать результат исследований. 

Пример 4. Исследовать сходимость степенных рядов: 

 ...1...
3
1

2
1 32  nx

n
xxx ; 

 ...
!

1...
!3

1
!2

11 32  nx
n

xxx ; 

3)       ...1
2

...1
2
31

2
2

2
11 3

3
2

2 


 n
n xnxxx . 

Р Е Ш Е Н И Я :  

1) в данном случае 
1

1,1
1 
  n

a
n

a nn . Найдем радиус сходимости 

ряда: 11
limlim

1





 n
n

a
aR

nn

n

n
. Следовательно, на интервале (–1, 1) ряд 

сходится абсолютно. Исследуем сходимость ряда на концах интервала, т. е. 
при x = 1. Если x = 1, то степенной ряд превращается в гармонический 

...1...
3
1

2
11 

n
, который, как известно, расходится. При x = –1 полу-

чаем ряд ...)1(...
3
1

2
11 




n

n

, который является знакочередующимся 

и сходится, так как удовлетворяет условиям признака Лейбница. Итак, ряд 
сходится на интервале [–1, 1), причем абсолютно при x  (–1, 1) и условно 
при x = –1; 

 здесь 
!

1
n

an  ,  !1
1

1 
 n

an ;  






)1(

!
!1

limlim n
n

nR
nn

. 

Следовательно, ряд сходится при любом значении x (на всей числовой оси); 

 здесь nn
na

2
 , 11

2
1



 nn
na ; 2

1
2

1
2

2
limlim

1












 n
n

n
nR

n

n

n
n

. 

Следовательно, ряд сходится абсолютно на интервале (–1, 3). 
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Исследуем сходимость ряда на концах интервала. Если x = 3, то по-
лучаем ряд 1 + 1 + 2 + 3 + … + n + …, который расходится, так как не вы-
полняется необходимое условие сходимости ряда ( 0lim 


n

n
u ): 




nu
n

n
n

limlim ; если x = –1, получаем ряд 1 – 1 + 2 – 3 + 4 – 5 + …, ко-

торый также расходится (не выполняется необходимое условие сходимости). 
Следовательно, ряд абсолютно сходится на интервале (–1, 3) и расходится 
при любых других значениях x. 

 
ЗАДАНИЯ 

6.4. Исследовать сходимость степенных рядов: 

 ...
3)1(

...
343332

1
3

3

2

2














n

n

n
xxxx ; 

 ...)(...)3()2(1 32  nnxxxx ; 

 ...
!

3...
!3

3
!2

33
3322











n

xxxx
nn

; 

 


1

10
n

nn

n
x ; 5) 







1

)1(
n

nn

n
x ; 6) 












1n

n

n
x ; 

7) 






1

)1(
n

n

n
x ; 8) 







1 !
)2(

n

n

n
x ; 9) 










 

1 2
3

n

nx . 

 

6.3. Разложение функций в степенные ряды 
Если функция f(x) дифференцируема n + 1 раз в некоторой окрестно-

сти точки x = x0, то в этой окрестности она может быть представлена в виде: 

)()(
!

)(...)(
!2

)()(
!1

)()()( 0
0

)(
2

0
0

0
0

0 xRxx
n

xfxxxfxxxfxfxf n
n

n






 . 

Такое представление функции называется формулой Тейлора, а Rn(x) – 
остаточным членом формулы Тейлора. Остаточный член формулы Тей-
лора может быть представлен следующим образом:  

1
0

)1(

)(
)!1(

)()( 





 n
n

n xx
n

CfxR , где C – некоторая точка, лежащая меж-

ду точками x0 и x.  
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При x0 = 0 получается формула Маклорена: 

)(
!

)0(...
!2

)0(
!1

)0()0()(
)(

2 xRx
n

fxfxffxf n
n

n







 ; 

1
)1(

)!1(
)()( 




 n

n

n x
n

CfxR ,         C  (0, x). 

Формулы Маклорена для некоторых функций:  

)(
!

...
!3!2

1
32

xR
n
xxxxe n

n
x  ;     1

)!1(
)( 


 n

c

n x
n

exR ; 

)(
)!12(

)1(...
!7!5!3

sin 2

121753

xR
n

xxxxxx n

nn









; 

12
2 )!12(

cos)1()( 


 nn
n x

n
CxR ; 

)(
)!2(

)1(...
!6!4!2

1cos 12

2642

xR
n

xxxxx n

nn




 ; 

221
12 )!22(

cos)1()( 
 


 nn

n x
n

CxR . 

Всякая функция, бесконечно дифференцируемая на интервале (a, b), 
может быть разложена на этом интервале в сходящийся к ней ряд Тейлора:  

...)(
!

)(
...)(

!2
)(

)(
!1

)(
)()( 0

0
)(

2
0

0
0

0
0 





 n

n

xx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xfxf , 

если на этом интервале выполняется условие: 

0)(
)!1(

)(lim)(lim 1
0

)1(




 




n
n

nnn
xx

n
CfxR , 

где Rn(x) – остаточный член формулы Тейлора (или остаток ряда), а C – не-
которая точка интервала (a, b). 

При x0 = 0 получается ряд Маклорена: 

...
!

)0(...
!2

)0(
!1

)0()0()(
)(

2 





 n
n

x
n

fxfxffxf . 

Приведем разложения в ряд Маклорена некоторых функций: 

...
!

...
!3!2

1
32


n
xxxxe

n
x ,      x  (, ); 
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...
)!12(

)1(...
!7!5!3

sin
121753









n
xxxxxx

nn

,       x  (, ); 

...
)!2(

)1(...
!6!4!2

1cos
2642





n

xxxxx
nn

,            x  (, ); 

...)1(...
432

)1ln( 1
432

 

n
xxxxxx

n
n ,      x  (1, 1]; 

...
12

)1(...
753

12
1

753








n
xxxxxx

n
narctg ,       x  [1, 1]. 

Пример 5. Представить функцию 3)( xxf   в виде многочлена четвертой 
степени относительно x – 1. 

Р Е Ш Е Н И Я .  Вычислим значения функции и ее производных до 
четвертого порядка включительно при x0 = 1: 

f(1) = 1, 3
2

3
1)( 

 xxf , 
3
1)1( f , 3

5

9
2)( 

 xxf , 
9
2)1( f , 

3
8

27
10)( 

 xxf , 
27
10)1( f , 3

11

81
80)( 

 xxf iv , 
81
80)1( ivf . 

Следовательно, по формуле Тейлора получим: 

      )(1
!481

801
!327

101
!29

2)1(
3
11 4

4323 xRxxxxx 








 , 

где 53
145

4 )1(
!5243

880)1(
!5

)()( 



 xCxCfxR

v

,   C  (1, x). 

Пример 6. Разложить в ряд по степеням x функцию  f(x): 
1) xxf 2)(  , 2) 

2

)( xexf  . 

Р Е Ш Е Н И Я :  
1) найдем значения функции и ее производных при x = 0: 

f(0) = 1, 2ln2)( xxf  , 2ln)0( f , 2ln2)( 2xxf  , 2ln)0( 2f , …, 
2ln2)()( nxn xf  , 2ln)0()( nnf  . 

Так как 0 < ln 2 < 1, то при фиксированном x имеет место неравенст-
во xn xf 2)()(   для любого n. Следовательно, функция 2x может быть 
представлена рядом Маклорена: 

...2ln
!3

12ln
!2

12ln12 3322  xxxx ,  x  (, ); 
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 в разложении ...
!3

1
!2

11 32  xxxe x ,  x  (, ) заменим x 

на –х2, получим: 

...
!5

1
!4

1
!3

1
!2

11 1086422

xxxxxe x  ,   x  (, ). 

Пример 7. Вычислить интеграл   dxe
a

x 

0

2
.  

Р Е Ш Е Н И Я .  Известно, что первообразная от 
2xe  не является 

элементарной функцией. Поэтому для нахождения указанного интеграла 
разложим в ряд подынтегральную функцию: 

...
!5

1
!4

1
!3

1
!2

11 1086422

xxxxxe x  . 

Проинтегрируем обе части этого равенства от 0 до a. 

Получим: 





    dxxxxdxe

aa
x

0

642

0
...

!3
1

!2
11

2

 

...
7!35!23

...
7!35!23

753

0

753























aaaaxxxx
a

. 

При помощи этого равенства можно вычислить указанный интеграл 
с любой точностью при любом значении a. 

 
ЗАДАНИЯ 

6.5. Представить функцию f(x) в виде многочлена пятой степени от-
носительно x:  

1) 1)(  xxf ; 2) xxf 3)(  . 

6.6. Разложить в ряд по степеням x функции: 

1) x2sin ; 2) xe3 ; 3) 
x1

1 ; 4) 2xarctg . 

6.7. Разложить в ряд по степеням x – 1 функции: 

1) xln ; 2) 
x
1 ; 3) 5x ; 4) 1652 234  xxxx . 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

 Некоторые постоянные 
 = 3,14159; e = 2,71828; ln = 1,14473; 
2 = 9,8696; e2 = 7,3891; ;41421,12   

;77245,1  ;64872,1e  .73205,13   

;31831,01 


 ;36788,01 e  
 

 
 Основные алгебраические формулы  

cbcb aaa  ;   cbcb aaa : ; 

bccb aa )( ;  n
b

n b aa  ;   
b

b

a
a 1

 ; 

  222 2 bababa  ; 

  222 2 bababa  ; 

  32233 33 babbaaba  ; 

  32233 33 babbaaba  ; 

)()(22 bababa  ; 

)()( 2233 babababa  ; 

)()( 2233 babababa  ; 

   bababa  ; 

   3 2333 233 bbaababa  ; 

  3 2333 233 bbaababa  . 

Корни уравнения 02  cbxax :  a
acbbx 2

42

2,1
 . 

Разложение квадратного трехчлена на множители: 

  21
2 xxxxacbxax  , 

где x1 и x2 – корни уравнения ax2 + bx + c = 0. 



 124 

А р и ф м е т и ч е с к а я  п р о г р е с с и я : 

daa nn 1    (определение арифметической прогрессии),   

 11  ndaan     (формула  n-го члена), 

  nndanaaS n
n 







2
12

2
11        (формула суммы первых n членов). 

Г е о м е т р и ч е с к а я  п р о г р е с с и я : 

qbb nn 1 , b1  0, q  0 (определение геометрической прогрессии), 

1
1

 n
n qbb     (формула  n-го члена), 

1
)1(

1
11









q
qb

q
bqbS

n
n

n  (формула суммы первых n членов), 

q
bS



1

1  (формула суммы бесконечной геометрической 

  прогрессии при |q| < 1). 

ba ba log   (0 < a  1, b > 0);  1log aa ;  01log a ; 

cbbc aaa loglog)(log  ;  cb
c
b

aaa logloglog  ; 

bcb a
c

a loglog  ;    

a
bb

c
c

a log
loglog    (0 < c  1) (формула перехода к новому основанию). 

 Основные тригонометрические формулы  
1cossin 22   ; 1ctgtg   ; 





cos
sintg  ; 





sin
cosctg  ; 


 2

2

cos
1tg1  ; 


 2

2

sin
1ctg1  ; 

1cos2sin21sincos2cos 2222   ; 

 cossin22sin  ; 


 2tg1
tg22tg


 ; 
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2
sin2cos1 2   ; 

2
cos2cos1 2   ; 

2
2cos1sin2  

 ; 
2

2cos1cos2  
 ; 

   sincoscossinsin  ; 

   sinsincoscoscos  ; 

 

 tgtg1

tgtgtg






; 

2
cos

2
sin2sinsin 




 ; 

2
cos

2
sin2sinsin 




 ; 

2
cos

2
cos2coscos 




 ; 

2
sin

2
sin2coscos 




 ; 

      coscos
2
1sinsin ; 

      sinsin
2
1cossin ; 

      coscos
2
1coscos . 

Знаки тригонометрических функций по четвертям 
                Функция  

Четверть         
sin cos tg ctg 

I + + + + 
II + – – – 
III – – + + 
IV – + – – 
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Некоторые значения тригонометрических функций 
               Функция 
Аргумент sin cos tg ctg 

0 0 1 0 – 

6
  

2
1  

2
3  

3
3  3  

4
  

2
2  

2
2  1 1 

3
  

2
3  

2
1  3  

3
3  

2
  1 0 – 0 

 0 ––1 0 – 
 
 

Формулы приведения 
                      Функция  

Аргумент sin x cos x tg x ctg x 

 sin cos tg ctg 




2
 cos sin ctg tg 




2
 cos sin ctg tg 

   sin cos tg ctg 
 +  sin cos tg ctg 




2
3  cos sin ctg tg 




2
3  cos sin ctg tg 

2   sin cos tg ctg 
2 +  sin cos tg ctg 
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Основные формулы дифференциального исчисления 

Производная: 
x
yy

x 


 0
lim


 . 

Основные правила дифференцирования 
Если c – постоянная, а u(x) и v(x) – дифференцируемые функции, то: 
1) 0c ; 2) ;)( vuvu   3) ;)( uccu   

4) vuvuuv )( ; 5) ;
2v

vuvu
v
u 









  

6)    xu ufxuf )( . 
 

Основные формулы дифференцирования (u – функция от x) 

1)   ;1 uauu aa 
     в частности:   2

1;
2 u

u
uu

uu













 . 

2)   ;ln uaaa uu 


   в частности:   ;uee uu 


 

3)   ;
ln

log
au

uua


    в частности:   ;ln
u
uu


  

4)   ;cossin uuu   5)   ;sincos uuu   6)   ;
cos2 u

uu tg  

7)   ;
sin2 u

uu ctg  8)   ;
1

arcsin
2u

uu


  

9)   ;
1

arccos
2u

uu



  10)   ;

1 2u
uu



arctg  

11)   .
1 2u

uu



arcctg  
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Основные формулы интегрального исчисления 
Неопределенный интеграл 

CxFdxxf  )()( , )()( xfxF  . 

Свойства неопределенного интеграла (правила интегрирования) 

1.   )()( xfdxxf 


 . 2.   dxxfdxxfd )()(  . 

3.   CxFxdF )()( . 4. xdxfadxxaf   )()( . 

5.      dxxfdxxfdxxfxf )()()()( 2121 . 

6. Если CxFdxxf  )()( , то CbaxF
a

dxbaxf  )(1)( . 

Таблица основных интегралов 
1. Cxdx  . 

2.   Cxdxx 





 1

1




     (если 1 ). 

3. Cx
x

dx
 ln . 

4.   Cxdx
x
x




 )(ln

)(
)( . 

5. Cedxe xx  . 

6.   C
a

adxa
x

x  ln
. 

7. Cxxdx  sincos . 

8.   Cxxdx  cossin . 

9. Cxxdx  coslntg . 

10. Cxxdx  sinlnctg . 

11. Cx
x

dx
 tg2cos

. 

 Cx
x

dx
 ctg2sin

. 
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